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1. Aufgabe

Sei ey, ..., e, die Standardbasis des R". Sei v = (1,...,1) und sei firi =1,...,n
der vektor v; = v — ¢;. Dann gilt fiir alle i:

1 n
GiZU—Ui:n_l (ZUj) — U;

Damit ist e; € L(vy, ..., v,) und daher R" = L(ey,...,e,) C L(vy, ..., v,). Damit
ist gezeigt, dass vy, ..., v, ein Erzeugendensystem ist. Dass dieses Erzeugenden-
system auch eine Basis ist, folgt darus, dass die Dimension des Raumes gleich der
Anzahl der Vektoren im Erzeugendensystem ist.

Nun ist noch e; als Linearkombination darzustellen:

1 - n—2 1«
elzv—vlzn_l (ZU]) —vlz—n_lvl—i-mz%.

2. Aufgabe

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Eine Kette der Lange n in V ist
eine Folge Uy, ..., U, von Untervektorrdumen in V' mit:

Uy CULC - CUpy CU,.

Sei d(V') die maximale Lénge einer Kette von Untervektorrdumen in V. Dann ist
zu zeigen, dass d(V') = dim(V) gilt.

Dazu zeige ich zunachst, dass die Dimension von V' eine obere Schranke fiir
die Linge einer Kette ist. Sei Uy,...,U, eine Kette in V. Dann gilt nach der
Vorlesung fiir i = 1,...,n:

dim U;_; < dim U;
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Da Dimensionen von Vektorrdumen ganzzahlig sind, folgt daraus:
dimU;_; + 1 < dim U;

Da dim Uy > 0 ist, folgt per Induktion, dass dim U,, > n gilt. Da U,, ein Unter-
vektorraum von V ist folgt:

n <dmU, <dimV.

Damit kann die Kette von Untervektorrdumen nicht langer als die Dimension von
V sein. Insbesondere folgt daraus, dass das Maximum existiert und d(V') < dim V'
ist.

Nun bleibt zu zeigen, dass in einem m-dimensionalen Vektorraum eine Kette
von Untervektorraumen der Linge m existiert. Sei vy, ..., v,, eine Basis von V.
Fiiri =0,...,msei U; = L(vy, ..., v;) definiert. Dann ist klar, dass U; _; C U; gilt.
Die Gleichheit kann nicht gelten, da sonst die Vektoren vy, ..., v; linear abhéngig
waren, was ein Widerspruch dazu ist, dass vy, ..., v,, eine Basis von V ist. Somit
ist eine Kette der Linge m gefunden und es gilt d(V) > dim V.

Beide Ungleichungen zusammen ergeben die Behauptung.

3. Aufgabe

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Seien Uy, ..., U, Untervektorrau-
me von V. Die Behauptung:

k
dim(Uy -+ N0) > Y dim(U;) — (k — 1) dim(V)
i=1
wird per Induktion iiber k gezeigt.
Induktionsanfang fiir £ = 1:

dim(U;) = dim(U;) — 0dim(V)
ist erfiills.

Sei nun fiir ein k£ > 0 die Behauptung gezeigt. Dann ist zu zeigen, dass
k+1
dim(U; M-+ N Upgr) = Y dim(U;) = (k — 1) dim(V)
i=1
gilt.
Waraus folgt:
dim(Uy N - NUgyqp) = dim((Uy N -+ NUg) N Ugyq)

k k+1
> " dim(U;) — (k= 1) dim(V) + dim(Upsr) — dim(V) = > dim(U;) — k dim(V/)
=1 =1

Also folgt per Induktion die Behauptung.
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4. Aufgabe

Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist zu zeigen, dass es eine Primzahl p und eine
natiirliche Zahl m > 0 gibt mit |K| = p™.

Zunichst wird gezeigt, dass die Teilmenge L := {n - 1x|n € N} ein Unter-
korper von K ist. Es ist klar, dass 0 - 1x = O und 1- 15 = 1x enthalten sind.
Die Abgeschlossenheit unter Addition ist auch klar. Die Abgeschlossenheit unter
Multiplikation folgt aus dem Distributivgesetz in K. Sei n € N beliebig. Dann
ist ein additives Inverses zu n - 1x zu finden. Sei char K = p, weil K endlicher
Korper ist, ist p eine Primzahl. Dann gibt ein £ € N mit kp > n. Dann gilt

Somit gibt es ein additives Inverses zu n - 1. Sei nun n - 1 # Ox vorausgesetzt.
Dann ist ein multiplikatives Inverses in L gesucht. Da die Multiplikation mit
n - 1x nicht aus L herausfiihrt und K nullteilerfrei ist, ist folgende Abbildung
wohldefiniert:
f: L — L
r — x(n-lg)

Diese Abbildung ist injektiv, weil f eine Einschrankung der injektiven Abbildung

g: K* — K
r — x(n-lk)

ist. Die Abbildung g wiederum ist injektiv, weil K* eine Gruppe ist. Da f eine
injektive Abbildung einer endlichen Menge in sich selbst ist, ist f auch surjektiv.
Es gibt also ein Urbild der 1. Dieses Urbild ist das gesuchte Inverse. Also ist L
ein Unterkorper von K.

Nun wird gezeigt, dass K ein L-Vektorraum ist. Dabei ist die Addition im
Vektorraum definiert als die Addition in L und die Skalarmultiplikation die Ein-
schrankung der Multiplikation in K. Es ist klar, dass (L, +) eine abelsche Gruppe
ist, weil L ein Korper ist. Die anderen Vektorraumaxiome gelten, weil /K ein Kor-
per ist und die Skalarmultiplikation vom Korper induziert wird. Da K endlich
ist, folgt, dass K endlichdimensional sein muss. Sei nun m = dimy K.

Nun soll gezeigt werden, dass der Kérper L genau p Elemente hat. Zunéchst
zeigen wir, dass L = {n-1gln =0,...,p— 1} =: L/ gilt. Es ist klar, dass L' in
L enthalten ist. Um die andere Inklusion zu zeigen sei n € N beliebig. Dann gibt
esseNundr=0,...,p—1mit n = ps+r. Nun gilt:

n-lg={ps+r) - lg=ps-lg+r-lxg=r-1g L’

Also sind die beiden Mengen gleich. Um zu zeigen, dass L mindestens p Elemente
besitzt, wird nun gezeigt, dass die Elemente in n - 1 fir n =0,...,p — 1 ver-
schieden sind. Seien also n,n’ = 0,...,p—1mit n-1x =n'- 1. O.B.d.A. sei
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n>n'.Dannist 0 <n—n'<pund (n—n')-1lxg =n-1xg —n'- 1x = 0g. Da
p die Charakteristik von K ist, folgt n — n’ = 0, das heilt n = n’. Also gibt es
genau p verschiedene Elemente in L.

Der m-dimensionale L-Vektorraum K ist isomorph zu L™. Es gibt also ins-
besondere eine Bijektion zwischen K und L™. Letzterer Vektorraum hat p” Ele-
mente, weil es fiir jede der m Koordinaten eines Vektors genau p mogliche Werte
gibt. Also hat auch K genau p" Elemente.

5. Aufgabe

Sei V' ein reller Vektorraum und vy, vy, v3, v4 Vektoren in V.

Die Vekotren wy, wo, w3, ws, w5 sind alle als Linearkombination der Vektoren
v; definiert, also insbesondere in deren linearen Hiille L := L(vy, vo, v3, v4).

Da man nach dem Basisauswahlsatz aus vy, v9, v3, v4 eine Basis fiir L auswéih-
len kann, folgt, dass

dimL <4

ist.

Die fiinf Vektoren wy, wy, w3, wg, ws liegen also in einem maximal 4-dimensionalen
Unterraum von V' und miissen daher linear abhéngig sein.

6. Aufgabe
Seien f1, fa, f3 € Abb(R, R) definiert durch folgende Vorschriften fiir z € R:
filz) = sin(z)
fo(2) = sin(2z)
f3(x) = (1 + cos(z)) sin(x)

Dann lésst sich f3 mit Hilfe der Additionstheoreme als Linearkombination der
anderen beiden Funktionen darstellen:

fa(x) = (1 + cos(x)) sin(x) = sin(z) + cos(z) sin(z) = fi(z) + %fg(.f)

Alsoist L(f1, fa, f3) = L(f1, f2). Um zu zeigen, dass fi, fo eine Basis von L(fi, fo, f3)
ist, ist nun noch ihre lineare Unabhangigkeit zu zeigen.

Seien also a,b € R mit af, + bfy = 0. Wenn wir in diese Abbildungen 7
einsetzen, erhalten wir also insbesondere:

0= asin(g) +bsin(r) =la+0b=a

Also ist a = 0. Da f5 nicht die Nullabbildung ist, muss auch b = 0 sein. Also sind
f1, fo linear unabhéngig und somit eine Basis von L(f1, fo, f3)-



