Ubung zur Linearen Algebra bei Prof.Dr. Reinhard Knorr
WS 08/09

Ubungsgruppe! am Mittwoch 13:15 - 14:45 HG219 bei Karsten Evers

1 Aufgaben

Aufgabe 1. Seien m,n € Z, m # 0 und n Teiler von m (in Zeichen n|m). Finde einen injektiven
Gruppenhomomorphismus f : Z/nZ — 7 /mZ (und weise nach, dass es einer ist).

Aufgabe 2. Sei f : K — R ein Ringhomomorphismus zwischen einem Korper K und Ring R

(also f(x+y) = f(x)+ f(y) und f(x-y) = f(x)- f(y)). Dann ist f entweder injektiv, oder der
Nullhomomorphismus (d.h. f(K) = {Og}).

Aufgabe 3. Welche Mengen sind Vektorrdume iiber dem jeweils gegebenen Korper?
(@) A = {(x,,2) € R® | x =y =2z} C R?, iiber dem K&rper R
(b) B:= {(x,y) € R? | x* +y?> = a} CR?, a € R iiber dem Korper R
(© C:={f:R—R| fist 2z-periodisch} C {f : R — R} iiber dem Korper R
(d) D := {(x,y,z) € R} | x >y} C R? iiber dem Korper R

Aufgabe 4. Seien X,Y Mengen. Mit YX := {f | f: X — Y} bezeichnen wir die Menge aller
Abbildungen von X nach Y, mit Z(X) := {A | A C X} die Potenzmenge von X.
Zeige, dass es eine Bijektion zwischen Z(X) und {0, 1}* gibt.

Definition 1. Seien V,W zwei Vektorrdume iiber demselben Korper K. Wir nennen eine
Abbildung f : V — W K-linear, wenn f(v+w) = f(v) + f(w) und f(kv) = kf(v) fiir alle
veV, weW, ke K erfiillt ist.

Aufgabe 5. (a) Sei X eine Menge. Wir betrachten V := Z2(X), mit Addition +:V XV —V
definiert durch A+ B := (AUB) \ (AN B) und skalarer Multiplikation - : K x C — C iiber
K :={0, 1} definiert durch 0-A := 0@ und 1-A := A. Zeige, dass V ein Vektotrraum iiber K ist.
(b) Auf der Menge W aller Abbildungen von X in K (also W := {0, I}X ) deinieren wir auch
eine Addition durch (f + g)(x) := f(x) 4+ g(x) und skalarre Multiplikation durch (k- f)(x) :=
k- f(x). Zeige, dass {0,1}X damit zu einem Vektorraum wird.
(c) Zeige, dass die Abbildung ¢ aus der Losung zu Aufgabe 4 eine K-lineare Abbildung ist.

Zusatzaufgaben:

Aufgabe 6. Sei X eine beliebige Menge. Zeige, dass es keine surjektive Abbildung f: X —
P (X) gibt. (Hinweis: Fiihre die Annahme, dass es doch eine surjektive Abbildung f: X —
Z(X) mit Hilfe der Menge Y :={x € X |x € f(x)} € Z(X) zum Widerspruch.)

Aufgabe 7. Gib Bijektionen an, zwischen (a) N und Z, (b) N und Q, (¢) R und Z(N).
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2 Losungsvorschlage

Die Losungsvorschlige? dienen zur Kontrolle! Das Nachlesen der Lsung macht nur Sinn,
wenn ihr euch vorher intensiv mit der Aufgabe auseinandergesetzt habt. Ansonsten gilt wie
immer: Falls ihr etwas nicht versteht, einfach nachfragen!
Losung 1. Wir definieren f : Z/nZ — Z/mZ durch f([x]) := [%*].

Es folgt (1] + bl) = f(ir+3]) = ["521] = [+ 5 = P31+ [52] = /() + 7B

Ist f([x]) = f([]), also %] = [%2], so folgt, dass m Teiler von " — 22 — m( Y) ist. Es gibt

n
also ein k € Z mit =Y — k. Division durch m und Multlphkatlon mit n erglbt x—y=kn,

also ist n ein Teiler von x —y und somit [x] = [y]. Die Abbildung ist also injektiv.

Losung 2. Falls f nicht injektiv ist, gibt es x,y € K mit x # y und f(x) = f(y). Mit z :=
x—y#0folgt f(z) = f(x—y) = f(x) — f(y) = 0. Fiir a € K gilt demnach f(a) = f(az"'z) =
flaz7 " f(z) = flaz~")0 =0, also f(K) = {0}.

Losung 3. Nur A, C und B fiir a = 0, sind Vektorraume.

Losung 4. Fiir A C X definieren wir x4 : X — {0, 1} durch

0 falls x¢A
%A(x) o {1 falls x€ A

Damit bekommen wir eine Abbildung ¢ : 22(X) — {0,1}X durch ¢(A) := ya4. Offenswht—
lich ist ¢ damit eine Bijektion (denn v : {0,1}X — 22(X) definiert durch y(f) := f~1(A) ist
die Umkehrabbildung).

Losung 5. (a) Das (V,+) eine kommutative Gruppe ist, ist Bestandteil der Hausaufgabe (Be-
merkung: Das umsténdlich zu beweisende Assoziativgesetz ergibt sich ganz leicht aus (c). Wer
sieht’s?). Zu zeigen bleibt noch, dass fiir alle x,y € K und A, B € V die folgenden Gleichungen
erfiillt sein miissen. (I) (x+y)-A = (x-A)+ (y-A), () x- (A+B) = (x-A) + (x- B), (II)
x-(y-A)=(x-y)-Aund (IV) 1-A = A. Da es fiir x und y nur die Moglickeit 0 oder 1 gibt und
A+A =0 fiir alle A € V gilt, ist das Nachpriifen schnell gemacht.

(b) Folgt unmittelbar aus der Definition der Verkniipfungen (ausfiihrlicher in der Ubung).

(c) Zu zeigen ist (A+B) = ¢(A)+¢(B) und ¢(k-A) =k-¢(A),VA,BeV ke K.

¢(A+B) = xa+pund ¢(A) + ¢(B) = (xa + xp) sind beides Abbildungen X — {0, 1}. Zei-
gen wir, das sie gleich sind. Sei dazu x € X. Es gilt

0 falls x¢A+B 0 falls xZ&A 0 falls x¢B

Kap(x) = {1 fatls xe A+ ATV s xea YTV s xen

Man sieht nun schon (zwei Fille), dass xa1p5(x) = xa(x) + x8(x) = (xa + x5)(x) gilt.

Ebenso sind ¢ (k-A) = xx.4 und k- ¢(A) = k- x4 zwei Abbildungen, deren Gleicheit sich fiir
k =0 und k = 1 allerdings sofort ergibt.
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Losung 6. Annahme f: X — Z(X) ist surjektiv. Setze Y := {x € X | x € f(x)}. Dann ist
Y CX,alsoY € #Z(X). Es gibt somit ein z € X mit f(z) =Y. Es muss nun einer der beiden
folgenden Fille eintreten:

1.Fall z € f(z). Dann z € Y. Nach Definition von Y folgt aber z ¢ f(z) - Widerspruch!

2.Fall z £ f(z), also z ¢ Y. Nach Definition von Y nun aber z € f(z) - Widerspruch!

Beide Fille, obwohl einer eintreten miisste, fiithren zum Widerspruch. f kann daher nicht
surjektiv sein.

Losung 7. (a) f : N — Z definiert durch f(n) = —k, falls n =2k und f(n) =k, falls n =2k — 1
ist bijektiv.

(b) Offenbar ist f : N — Q, definiert durch f(n) := n, injektiv. Ebenso ist g : Q = {%p | e e
{-=1,1}, p,q € N, 0 +# q, ggt (p,q) = 1} — Z, definiert durch g(%p) := €2P34, injektiv. Die
Behauptung folgt nun aus (a) und dem Satz von Schroder-Bernstein.

(c) Offenbar sind B : {0, 1} — Rund y: R — 2(Q) definiert durch B(f) ==Y, % bzw.
Y(x) :={q € Q| g < x} injektive Abbildungen. Die Behauptung folgt nun aus (b), Aufgabe 4
und dem Satz von Schroder-Bernstein.



