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1. (5 Punkte)
Beweisen Sie Proposition 1.37.(a) aus dem Vorlesungsskript, also:
Sei (X,d) ein metrischer Raum und (2%)ey eine Folge in X. Zeigen Sie, dass jede
konvergente Folge (2).en einen eindeutigen Grenzwert besitzt. Das heifit, falls fiir
a,b € X gilt limj_., 2¥ = a und lim,_ 2% = b, dann folgt a = b.

Losung :
Es gelte fiir a,b € X limj_.oc 2" = @ und lim;_., 2* = b.
Das heif3t c
Ve >0 3N €N so, dass d(xn,a)<§ falls n >N
und .
dM €N mit d(:cn,b)<§ falls n>M

Somit haben wir

0< d(av b) < d((l, xn) + d(lﬁ; b) = d(:cn,a) + d(l'n,b> < % + % =€

fir n > max{N, M}. Also ist d(a,b) kleiner als jedes € und somit gleich 0.



2. (5 Punkte) In jedem der folgenden Félle (a) — (c) ist ein metrischer Raum X und
A C X gegeben. Geben Sie in jedem der Fille folgendes fiir die Menge A an: (i) das
Innere von A, (ii) den Abschluss von A, (iii) den Rand von A, (iv) die Menge der
Héufungspunkte von A, (v) die Menge der isolierten Punkte von A.

Losung :

(a)

Es sei X = R mit der vom Absolutbetrag induzierten Metrik und
A={-3}u]-1L1Ju{2+k ! keN}

(i) 4° =~ 1,1]

(i) A={-3}u[-1,1Ju{2}U{2+k~': k€ N}.

(iii) 0A = {=3}u{-1}u{1}u{2}u{2+k': ke N}

(iv) H(A) = [-1,1]U{2}.

(v) I(A) ={-3}u{2+k™': ke N}

Es sei X = R? mit der durch die euklidische Norm gegebenen Metrik (Blatt 2,

Aufgabe 4) und
A= Bs(5,5) U {(t,t) : t € R}

(i) A% = Bs((5,5)).

(i) A= Bs(( ,5))U{(t,t) - t € R}

(iii) 0A = S3((5,5)) U {(t,t) : t € R\]5 — \%, o+ \%[}

(iv) H(A) = B3((5,5)) U{(t,t) : t € R}

(v) I(A) = 0.

Es sei X gleich der Menge der beschrankten Funktionen von R nach R mit der
durch die Supremumsnorm erzeugten Metrik, also X = {f : R — R : || f||sup < 00}

und
A={f:R—R: f = const}

also die Menge der konstanten Funktionen von R nach R.

(i) A
(i) A

(iii) 0A = A.
(iv) H(A) = A.
(v) 1(A) = 0.



3. (5 Punkte) Betrachten Sie R? mit der von der Maximumsnorm (||(z1,%2)|lmax =
max{|z1],|z2]}) induzierten Metrik, sowie die Teilmengen A :=|1,6[x| — 5,1], B :=
{(m,n) € R? : m,n € N}. Offenbar ist eine der beiden Mengen beschriinkt und die
andere unbeschrinkt. Geben Sie fiir die beschriinkte Menge ein y € R? und ry > 0 so
an, dass die Menge in B,,(y) enthalten ist. Geben Sie fiir die unbeschrankte Menge zu
jedem z € R? und jedem r > 0 ein Element der unbeschrinkten Menge an, das nicht
in B,(z) liegt. Beweisen Sie jeweils Ihre Antwort.

Losung :

Die Menge A ist beschrankt. Fir (z1,22) € A ist |z1] < 6 und |ze| < 5, also
|(1, 22) |lmax < 6. Also kann man zum Beispiel einfach 7y = 6 und y = (0,0) wihlen,
damit ist klarerweise A C B, (y), da es sich ja um die Kugel in der Maximumsnorm
handelt.

Die Menge B ist unbeschrinkt. Seien x = (21, 25) € R? und r > 0 gegeben. Dann gilt
also

Bi(z) = {(y1,12) € R*: [|(z1,22) — (1, ¥2)[lmax <7}
:{(yl,y2>€R2: |z1 — y1| < r und |x2—y2|<r}. (1)

Wenn man sich nun eine natiirliche Zahl n € N so wiahlt, dass n > |z1| + r, so ist
a:= (n,1) € B, jedoch wegen |1 —n|=n—x1y >n—|z1| > r,ist (n,1) ¢ B.(z), wie
verlangt.

4. (5 Punkte) Betrachten Sie die Funktionenfolge f, : [0,2] = R; n € N,

(

1
nr fir z€l0,—]
n
1 2
o) =< 2—nz fir ze€]-, =
n’'n
2
0 fir ze€[-2]
\ n

Skizzieren Sie die Funktion f,(x) fiir ein beliebiges n > 1. Untersuchen Sie f, auf
gleichméBige Konvergenz, das heifit, betrachten Sie die Supremumsnorm und untersu-
chen Sie, ob f,, in dieser Norm konvergiert. Geben Sie gegebenenfalls die Grenzfunktion
an. Beweisen Sie in jedem Fall Thre Antwort.

Loésung:

Die Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion. Das sieht man wie
folgt: Fiir x = 0 ist f,, = 0 Vn € N, also insbesondere lim,, .., f,(0) = 0.



Sei nun x > 0, dann gibt es ein N € N so, dass x > % Fiir jedes n > N ist natiirlich
auch x > % Nach Definition der Funktion ist jedoch f,(z) = 0 fir x > % Somit haben
wir fiir jedes z € [0,2] ein N € N so, dass f,(x) = 0Vn > N, was zeigt, dass f,(z) — 0
fir alle z € [0, 2]. Einziger moglicher Kandidat wére also die Nullfunktion. Da aber

1fn = Ollswp = [ fallowp = 1 ¥

konvergiert f, nicht gleichméafig.



