Fachbereich Mathematik der Universitdt Hamburg SoSe 2011
Dr. Hanna Peywand Kiani

Laplace Gleichung im zweidimensionalen Raum
20.05.2011

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wiahrend der Veranstal-
tung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusétzlichen Erlduterungen sind diese
Unterlagen unvollsténdig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreib-
fehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich widhrend der Veranstaltung angesagt. Eine
Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Laplace Gleichung im zweidimensionalen Raum

Definition: Sei 2 C R? ein beschrinktes, zusammenhingendes, offenes Gebiet mit dem
Rand 4Q. Eine Funktion v € C*(Q) N C(QU Q) heit harmonisch in Q, wenn

Au = Uy +uy, =0 V(z,y) € Q

Hinweise zur Aufgabe 1 bzw. 3) Fiir harmonische Funktionen gelten das Maximum-
prinzip und die Mittelwerteigenschaft:

e Eine in 2 harmonische Funktion nimmt ihr Maximum und Minimum auf dem Rand
von §) an.

e Sei u harmonisch im Kreis B, (z,%o) mit Radius a um (z¢,yo) und stetig auf dem
Rand des Kreises 6 B,(z,yo) fortsetzbar. Dann gilt

wlwo, o) = —— 75 ul(z, y)ds
0Ba(z0,y0)

Randbedingungen
Damit es eine eindeutige, verniinftige Losung der DGL gibt, braucht man noch Randdaten.
Beispiel : u = Temperatur in einem Kreisring 1 < 22 +y? < 4

Temperatur wird innen konstant auf u; gehalten und auf dem duBeren Rand ist die Anderung
der Temp. proportional zur Differenz der konstanten Auflentemperatur u, und der lokalen
Temperatur u(z,y):

w(z,y) = u fir 22 +¢*=1
anu('r7 y) = k(u(m, y) - UA) fiir ZL‘2 + y2 =4
Es folgen Produktansétze fiir die Aufgaben 2,3.4.
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Laplacegleichung auf Rechtecken mit Dirichlet Randbedingungen
Au=0 we (0,L)x(0,b), u = g auf Rand von(0, L) x (0,b).
Zunéchst: sei g auf drei Seiten des Rechtecks = 0. Zum Beispiel
Au=0 ue (0,L)x(0,b),
u(0,y) = u(L,y) = u(z,b) = 0, u(z,0) = g(z) .
Produktansatz: u(z,y) = v(z) - w(y) liefert
Au = Uy + uy, = V" (2)w(y) +v(z)w"(y) = 0,

V) w'y)

v(z)  w(y)

Die Randbedingungen liefern fiir nichttriviale Lésungen

uw(0,y) =v(0)w(y) =0 = v(0) =0, u(L,y)=v(L)w(y)=0= v(L)=0

Die RWA = —-\v0)=vL)=0

o\ 2
liefert nur fiir | A\, = (%) nichttriviale Losungen (Aufg.1 Blattl)

k
Zugehorige Losungen: | vg(z) = sin (%x)

Mit diesen A— Werten losen wir die zweite DGL

k2 . .
w”(y) = Mw(y) = (%) w(y) = | wp = Ake’kfy + Bkekfy

Alternativ: wy = a sinh ( '%T y) + by, cosh ( kf’r y)
Ansatz mit den hyperbolischen Funktionen: siehe Vorlesungsfolien
Hier wird der Ansatz mit der exp-Fkt weiter bearbeitet.

Die dritte Null-Randbedingung liefert:

okm

u(z,b) = v(x) - wb) =0 = wb) =0 = A, = —e*1"B,

und damit | wy(y) = By, _e2' ety 4 ek%y)

Jede Funktion wuy(x,y) = vp(z) - wi(y) 16st die DGL. und damit auch jede Summe dieser
U .

Superposition:

i s v s k
u(z,y) = Z B, [—erTbe’kTy + ekfy) sin(%x)
k=1
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oder damit es iibersichtlicher wird, mit c¢; = BreZ? und mit n — oo

> s ™ k
u(z,y) = Z Ck [ekf(y_b) — e_kf(y_b))} sin(%x)
k=1

Zu erfiillen ist noch u(z,0) = g(x) also
u(z,0) = Z Ck [e_kfﬂb — ekfﬂb] sin(fx) = g(x)
Bestimme dazu Four.koeff'n der ungeraden, 2L -period. Fortsetzung von g.

g(x) = Z By, sin(kwx)

2 [* ™
B = = / g(x) sin(kwx) dz w=—
L J L
Dann gilt mit
. B
k — e_kgrb . ekfﬂb
und damit | u(x,y) = i Cre [e%”(y—b) _ e—kf”(y—b))] sin(klx)
7 k=1 L

oder mit by = ¢/2 | u(x,y) = Z by, sinh (k%(y - b)) sin (%x)

k=1

Sind die Nullranddaten anders verteilt, so muss der Ansatz angepasst werden.

Beispiel A:
Au=0 auf R := (0,7) x (0,1)
u(z,0) =0, wu(z,1)= —msin(x) x € [0, 7]
w0,y) =0, u(my)=0 yel0,1]

u fiir zwei verschiedene z— Werte = Null : fange mit der DGL fiir v an.
u(0,) = v(O)w(y) = 0 = v(0) = 0, u(r,y) = v(Thw(y) =0 = v(x) =0
Gleiche Aufgabe wie oben mit L = 7. Nichttriviale Losungen
vg(x) = sin (%x) = sin(kx), ke N.

V@) w'ly)

Nun muss gelten: — =
v(z)  w(y)

w"(y) = K*w(y) = wy = Are ™™ + Bpe™

u(z,0) =v(z) - w(0) =0 = w(0) =0 = By =—A4;
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Superposition:
u(z,y) = Z cr(e™ — M) sin(kx)
k=1
Zu erfiillen ist noch u(z,1) = —msin(x) also

u(x,1) = Z cr(e™™ — ) sin(kr) = —msin(x)

k=1

Bestimme Fourierkoeffizinten der ungeraden, 2L = 27 periodisechen Fortsetzung der rech-

ten Seite g(x) = —wsin(z) bei Entwicklung in sin(®x).

L
Hier konnen wir ablesen. Es muss gelten

Nk

u(z,1) = cr(e™® — eF) sin(kx) = —msin(z)
k=1
ohne Rechnung erhélt man:
clet —ell = -7, g =0 fiir k#1
m(e ¥ —eY) |
u(e,y) = "= in()

Was tun wenn die Randdaten nicht auf drei Seiten verschwinden?

Idee: Problem in maximal 4 Teilprobleme zerlegen, bei denen jeweils auf drei Kanten Null
vorgegeben ist und auf der vierten die urspriinglichen Randdaten. Teilprobleme 16sen —
uy, Uz, ug, ug, und addieren.

4 4
k=1 k=1

NE

u, (Kante 1) = uy( Kante 1 )+0+4+0+0
k=1

analog auf den anderen drei Seiten.
Ist also alles gut?
Beispiel: Au =0 auf (0,1) x (0,1) mit
u(z,0) =0, wu(zr,l)=1-—=x z € 0,1]

u(0.y) =sin(Zy). u(ly)=0  ye[o.1

zerlegung in
Au; =0 auf R :=(0,1) x (0,1)
u(z,0) =0, w(r,l)=1—-x x € [0,1]
ur1(0,y) =0, w(l,y)=0 yecl0,1]
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und
Aus =0 auf R :=(0,1) x (0,1)

ug(z,0) =0, wug(z,1)=0  x€][0,]1]
u(0,y) = sin(Zy), wa(ly)=0  ye[0]]

l6sen der Probleme und Addition der Ergebnisse briachte mit v = u; + us auf den ersten
Blick das richtige Ergebnis.

Aber:

1) Was ist mit den Randdaten fiir w; bzw. uy im Punkt (0,1)?
2) Welchen Wert wiirde u in (0,1) annehmen? Vorgegeben war u(0,1) =1.

Ausweg: Wir ziehen zunichst eine bilineare Eckenfunktion
ug(z,y) = a+ bx + cy + dzy, u = ug in den Ecken
von u ab. v :=u—ug lost die DGL mit angepassten Daten, die in den Ecken verschwinden.

Beispiel B:
Au=0 auf R := (0,7) x (0,1)

m —

w(z,0) =0, u(z,1)= " _xsin(z) x€l0,7]

w0,9) =y*, u(m,y)=0 yel0,1]
Schritt 1: Definiere ugp = a + bx + cy + dry mit
up(0,0) =u(0,0) =0 = a=0

T—20
T

up(0,1) =u(0,1) = —msin(0) =1 = c=1

ug(m,0)

u(m,0)=0 = b=0
UE(T‘-al):u(ﬂ-,l):O — ct+dr=0 = d:—%
Firv=u—ug=u— (y — %xy) erhalten wir das System

Av =0 auf R := (0,7) x (0,1)

w;x _ rsin(z) — (1 — %x) = —msin(z)

v(z,0) =0, wv(z,1)=

1
v(0,y) =y* —y, v(my)= 0—(y——my) =0

Schritt 2: Zerlegung in
Av; =0 auf R := (0,7) x (0,1)
v1(z,0) =0, wv(x,1) = —7sin(z) x € [0,7]
v1(0,y) =0, v(my)=0 yel01]

und
Avy =0 auf R := (0,7) x (0,1)

ve(z,0) =0, wy(x,1)=0 x € [0,7]
v0,y) =y —y, wlny =0 yel0]
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Schritt 3: Losen der einzelnen Probleme.

Problem 1) haben wir oben geldst mit dem Ergebnis
m(e ¥ — ¢Y)
1_ -1

vi(7,y) = sin(x)

€ €

Skizze der Losung von Problem 2) (vgl. auch Vorlesungsfolien 60...)
Produktansatz: vy(x,y) = X(x) - Y (y) liefert wieder
X" =)X, Y'=-A\Y,Y(0)=Y(1) = X(r) =0
Da zwei Randwerte fiir Y Null sind, fangen wir mit der DGL
Y =AY, Y(0) = V(1) =0

an und erhalten mit L = 1. Nichttriviale Losungen
(kT :
Yi(y) = sin <fy) = sin(kmy), ke N.
Die zweite DGL lautet
X/ (z) = K*m?X (z) = Xp(2) = Ape ™™ + Bpet™

Xk(ﬂ') =0 = Ak = —62k7r2 By,

Xk(x) _ Bk(ekww N 62k7r26—k7rx) (1)

krx ,—kn? kn? —krx
_ QBkekﬂ_z e e — € e
2

= 2Be"™ sinh(kr(z — 7))

Superposition:
ve(z,y) = Z by sinh(km(x — 7)) sin(kmy)
k=1

Zu erfiillen ist noch v5(0,y) = y* —y also

v2(0,y) = Zbk sinh(—k7?) sin(kry) = v*> —y
k=1

Die Fourierkoeffizienten der ungeraden 2L = 2— periodischen Fortsetzung der rechten Seite
lauten:

v —y=>_ Brsin(kry)

k=1

2

L
B = I’ /0 (y2 —y) sin(kmy) dy L=1

also nach 2 mal partieller Inegration

4
= s (coshm) = 1) =
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und damit
B A0-(1h
sinh(—kn2)  (km)3sinh(kn?)
e A==k :
vo(x,y) = ; (o) sinh (k) sinh(km(z — 7)) sin(kmy)

Wer lieber mit exp arbeitet, 1d8t die Umformung in sinh nach Gleichung (1) weg und
rechnet analog mit den e-Funktionen weiter:

v, y) = Y B — e My sin(kry),  0s(0,y) =y —y
k=1

Ein Vergleich mit den S aus der Fourierreihe ergibt:

41— (=Dt

]{37'(')3 6k7r2 _ e—k7r2

(ek}ﬂ'(l‘—ﬂ') _ e—k?‘((l‘—ﬂ')) sin(kﬂy)

UZ(xvy) = (

Die 16sung des urspriinglichen Problems ist —u = ug + vy + v
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Laplacegleichung auf Ringen, Kreissegmenten,
Innerhalb oder auflerhalb von Kreisscheiben etc.

Laplace Operator in Polarkoordinaten: | Au = 0 <= r?u,, + ru, + Upp = 0.

Ansatz: u(r, @) = w(r) - v(g)

Neue Dgl.: 72w’ -v + rw' -v + w-v" = 0
Sortieren nach v und w: v(r*w” + ru') = —w - 0"
7”211}” + ruw’ 4
—— = —— =\
w v

System gewdhnlicher Dgl'n:

V() = —v(9), r?w”(r) + rw'(r) — Aw =0

v sollte 27— periodisch sein, daher kommen nur )\, = k? und

vi(@) = acos(kg) + brsin(ke), keN, vy(p) =ap

in Frage. Gleichung fiir die passenden wy lautet

r?w”(r) + rw'(r) — k*w =0

k=0: W= = = — = wozcovtdoln(r).‘

k # 0: Eulersche Dgl.: Substitution r = e’ oder Ansatz w(r) = 7 (vgl. DGL 1 Blatt 6
bzw. Klausur)

_kQ.TV+T.I}/.r7_1+T2.f}/.(fy_l).rfy_z:0

= (kP +y+92—) =0 < y==k

und damit wi(r) = cpr ™% + dprk

Jede Funktion wy - v, 16st die DGL. Da die Dgl linear ist, ist Jede Lin.Komb. auch eine
Losung

u(r, @) = co + doIn(r) + Z (crr™ + dpr®)(ay, cos(kg) + by sin(ke))
%
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Beispiel:
Au =0 fiir 22 + 9% > 9, u(z,y) =1—2% auf 2? +9y* =9.
Allgemeine Vorgehensweise auf dem Auflenraum 22+ y?> > R? :

Da die Losungen beschrankt bleiben sollen : dp, =0, Vk.

Ansatz : =

+ Z 7" (ag cos(ko) + by sin(ko))

k=1

Randwerte: u(R, ¢) = ug(¢) (hier u(3,¢) =1 — (3cos(¢))?)

%
2

u(R, 24 Z R (ay cos(k¢) + bysin(ke)) = uo(¢)

Entwickle ug in eine Fourierreihe

up(¢) = AO + Z Ay, cos(ko) + By sin(ko)

2
A= = [ () cosho) o
0

N |

B =

|

/0 " uol(9) sin(ke) do

Dann muss gelten
R*a, = Ay <= a, =RF-4;, und analog b, = R¥. B,

und wir erhalten die Losung

wrd) =+ S (B) (Aecostho) + Besin(ro)

k=1
Zuriick zum Beispiel :
RWE: fir R=3 : u(3,¢) =1—9cos?(¢) = 1— 5 (cos(2¢) +1)
Die Fourierkoeffizienten von wug sind

Ad—1-9=-I A=-2 Ax=DB;,=0 sonst.

Damit erhalten wir die Losung

Losung in kartesischen Koordinaten :

2y
nutze cos(2¢) = cos?(¢) — sin*(¢) = R

7 81 % — 2

u(@,y) = 2 2(z2 + y?) 'x2+y2'

10
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Zusammenfassung

Allgemeiner Ansatz bei Auflen—/Innenraum eines Kreises, bei Ringen, bei Kreis-/ Ringseg-
menten

(crr™® + dpr®)(ay, cos(kg) + by sin(ke))

NE

u(r, ) = co + doIn(r) +

>
Il

1

Um beschrinkte Losungen zu erhalten setzt man

e im Innenraum mit RWE (R, ¢) = uo(¢)

¢, =0 und dy =0 und erhélt:

u(r, @) = Ao + i (L)k (Ay, cos(kp) + Bysin(ke))
P) = 5 2. \R k k

e im Auflenraum mit Randwerten u(R, ¢) = uo(¢)

dr = 0 und:
AO [e'¢) R k .
u(r, ¢) = > + ; <?> (Ag cos(kg) + Bysin(ko))
e im Ring mit RWE u(Ry,¢) = ui(¢), u(Ra, @) = usg

volle Ansatzfunktion.

Koeffizienten iiber die zwei Randbedingungen bestimmen!
e im (Ring-)Sektor: Wenn auf mehr als einem Randstiick Randdaten # 0 zerlegt

man notfalls, wie beim Rechteck (Beispiel B). Ansatzfunktionen miissen evtl angepasst
werden.

Beispiel: Gebiet:

r=rcos(¢),y=rsin(¢), 0 <r<1, £ <<%
Randbedingungen : v =0 fir ¢ = £ %.

und (1, 6) = g().

Hier muss man im Ansatz

wi(¢) = Ay cos(ko) + By sin(ko)

die A, die By und die zuldssigen k& bestimmen.



