Folgen
Definition (Folge)
Eine Abbildung
a:N—-R

heiBt Folge. Mit

bezeichnen wir das n-te Folgenglied und verwenden fiir die Folge selber die Notation
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Definition (Grenzwert)

Eine Zahl a € R heiBt Grenzwert der Folge (a,).- ., falls gilt

Ve>0dINeNVneN: n>N=|a,—a| <e.

Wir schreiben dann

lim a, = a
n— oo
oder
an, — a fir n — oo
Beispiel
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Beispiel

Sei (a,);, die Folge mit a, := Zt%. Zeigen Sie lim a, = 1.
n—oo

Zu zeigen:
Ve >0 VneN: n>N=la,— 1| <e.
Dazu: Sei e > 0. = Sei n € N. Wenn n> N folgt
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Beispiel

Sei (a,), die Folge mit a, := 2t%. Zeigen Sie lim a, = 1.
n— o0
Zu zeigen:
Ve >0 VneN: n>N=l|a,— 1| <e.
Dazu: Sei e > 0. Sei n € N. Wenn n> N folgt
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Beispiel
Sei (a,), -, die Folge mit a, :=+/n+2—+/n+ 1. Zeigen Sie: lim a, = 0.

n— oo
Zu zeigen:
Ve >0 VneN: n>N=l|a,—0| <e.
Dazu: Sei e > 0. Sei n € N. Wenn n> N folgt
la, — 0| =|vn+2—+vn+1|
V/ 2+ +/ 1
_\(nr2-varnynt2tvntl)
(Vn+2++/n+1)
[(Vn+2)2 = (Vn+ 1)
vn+2++vn+1
| +2)—(n+1)
vn+2+4++v/n+1
1
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Beispiel
Sei (a,), -, die Folge mit a, :=+/n+2—+/n+ 1. Zeigen Sie: lim a, = 0.

n— oo
Zu zeigen:
Ve >0 VneN: n>N=l|a,—0| <e.
Dazu: Sei e > 0. Sei n € N. Wenn n > N folgt
la, — 0| =|vn+2—+vn+1|
vV 2+ v/ 1
— (\/n+2—\/n—|—1)( g f 2 vl
(Vn+2++/n+1)
|(Wn+2)? = (Vn+1)
vn+2+4++vn+1
| (h+2)—(n+1)
vn+2-++/n+1
1
- Vn¥2++Vn+1
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Hilfreiche Formeln zum Losen von Folgenkonvergenzaufgaben:

Proposition (Binomische Formeln)

Fiir alle a,b € R und n € N gilt:

a’ — b* = (a+ b)(a— b) (1)
(a+ b)" = kzo (Z) 3k b"k wobei (Z) =4 _”/!()!k! (2)

(a" — b") = (a— b) i ak ik (3)



Beispiel
Zeigen Sie: lim,_, o v/n = 1.

ngebs: YEvo NN Ynel: N = Mn-alcg,
Sour I £20. Wikl l\f:d"\m\”n ’\G'iz )y dinneN, Mo

W= N i
W (E‘-&\?-'ﬂﬁ \ | =AY | oy-a)

OReRl T 2 ey
< e " d«ﬁ{ﬁ?—% wndh nowsi)
42A
M AO-AY N4 \_[, N
= o4 7 " — L —_—
S8 T et T R T G
/ \ 4 =
f _— T = = [ = L = E
| B Y {a Y AG
. :L ) et tl



Satz (Eindeutigkeit des Grenzwerts)

Sind a € R und b € R Grenzwerte der Folge (a,).-,, dann gilt a = b.

Beweis.
Angenommen a # b. Dann ist € := |a — b| > 0. Somit gibt es N;, N, € N, sodass

VneN: n> Ny = |a,—al <

N &N M

und VneN: n> N, = |a,— b| <

Wir fixieren nun ein n € N mit n > max{Ny, N»}. Es folgt

la—b|=|a—a,+ a, — b
< |a—a,| + |a, — b|

E €
E—

<
2 2

e =la—b|.

Dies ist ein Widerspruch. Es folgt a = b.



Definition

Besitzt (a,).-, einen Grenzwert, so heiBt (a,)._, konvergent.

Besitzt (a,) -, keinen Grenzwert, so heiBt die Folge divergent.

Satz (Grenzwertsatze)

Seien (an)._, und (b,) -, konvergente Folgen mit

lim a,=a, I|im b, =0b.
n— o0 n— oo
Dann gilt
lim (a, + b,) = a—+ b,
n— o0
nlmm(a”b”) = ab,
lim (ca,) = ca (c € R eine Konstante),
n— oo

i dn d
im — = —
n—oo b, b

(falls b #0).
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Definition (Beschranktheit)
Eine Folge (a,).-, heiBt beschrinkt, falls

1S e RVneN:|a,| <S.

Die Folge heiBt nach oben beschrankt, falls

1S, e Rvhe N:a, <5,.

Die Folge heiBt nach unten beschrankt, falls

15, e Rvne N: 5, < a,.

Definition (Nullfolge)

Eine Folge (a,).—, mit lim,_ . a, = 0 heiBt Nullfolge.




Satz

a) Konvergente Folgen sind beschrinkt.

b) Sei (an),., eine Nullfolge und (b,),-, beschrankt, dann ist (anbp), .y €ine
Nullfolge.

Beweis.
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Satz (EinschlieBungskriterium / Sandwich-Lemma)

Seien (ap).~, und (b,) -, konvergente Folgen mit

lim a, = lim b, = A.
n— o0 n— o0

Gilt fiir eine Folge (cn) -,
dANeN: n>N= a, <c, < b,,
so ist

lim ¢, = A.
n— o0



Proposition

Es gilt
lim /n=1, (8)
n—o0
VxeR, 0<x: lim y/x=1, (9)
n— oo
_ 1
Vk € N : nI|_>mOO = 0, (10)
VxeR, 0<x<1l: Iim x"=0, (11)
n—o0
nk
Vke NVxeR, 1<x: lim — =0, (12)
n—oo xN
Vx €R, 0 < x: lim — =0, (13)
n—oo nl
|
im — = 0. (14)
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Beweis.

S

Wedde N2x. 4 Q2N @FM
Ohpy ‘o,
A £ N\ & Y v ¢ Mo
J}*’*"” \%n-w
/)

()&{ng\, @Wﬂh(ﬁw M L&;} 4 ﬁ}{“‘ \=09

W



Beispiel
Zeigen Sie: lim,_oo VN2 +7 =1
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