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Uber dieses Buch

Vor lhnen liegt eine Sammlung von Geometrieaufgaben, die fast
ausnahmslos nicht in Schulblichern zu finden sind. Die Aufgaben
behandeln einerseits durchaus schuliibliche geometrische Objekte
wie Dreieck, Viereck und Kreis. Aber darliber hinaus geht es auch um
ungewohnliche, im Mathematikunterricht kaum behandelte Formen
wie Sterne oder Parkette. AuRerdem werden in einigen Aufgaben
Zusammenhange zwischen Geometrie und anderen Disziplinen der
Mathematik aufgedeckt. Schliellich kommen einige Mathematiker zu
Wort, denen wir schone Aufgaben und ihre Lésungen verdanken,
deren Namen aber in Vergessenheit gerieten.

Ursache fiir das Fehlen der vorliegenden Aufgaben in Schulblichern
kdnnte sein, dass die Lésungsideen flr die meisten Aufgaben nicht
naheliegend sind. Fiir das Gelingen von Losungen sind Beharrlichkeit
des Losers und die Gelegenheit zur MuRe oft unerlassliche
Voraussetzungen. Daneben miissen auch heuristische Prinzipien
bekannt sein und heuristische Verfahren angewendet werden. Im
allgemein praktizierten Mathematikunterricht wird das Thema
,Heuristik’ nicht aufgegriffen. Gelegenheit zur MuRe kann
Schulunterricht allenfalls im Rahmen von Hausaufgaben gewahren
und dort auch nur genutzt werden, wenn Schiilerinnen und Schiler
Uber die Tugend der Beharrlichkeit verfligen. Wer sich allerdings bis
zur Losung durchbeift, wird dann belohnt, wenn sie oder er in der
Lage ist, das Gliick zu empfinden, das eine selbstdndige Losung
auslost.

Keine Sammlung von Mathematikaufgaben ist vollkommen frei von
Anregungen entstanden. Die meisten Anregungen zu den
vorliegenden Aufgaben gehen auf die sogenannten ,Treitz Ratsel’
zurlick, die der 2017 verstorbene Physik-Didaktiker Norbert Treitz im
Internet bei spektrum.de veroffentlicht hat. Auch er hat sich zu
seinen Ratseln anregen lassen und gibt die Quellen dazu — wie unter
Wissenschaftlern tblich — genau an. Aber auch diese Quellenangaben
gewadhrleisten nicht, dass dort die originaren Aufgaben zu den
Ratseln zu finden sind. Sehr selten ist eine Aufgabe nach ihrem
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Erfinder (Langleys Aufgabe) oder ein Satz, der die Aufgabe
veranlasste, nach seinem Entdecker (Satz von van Aubel, Satz von
Ceva, Satz von Miquel) benannt. Aber solche Benennungen miissen
nicht zwangslaufig die Urquelle nennen. So sind zum Beispiel die
,Konstruktionen von Mascheroni‘ in Wahrheit 100 Jahre zuvor vom
Danen Mohr beschrieben worden.

Ein Urheberrecht auf mathematische Aufgaben kdnnte gar nicht
durchgesetzt werden und existiert vermutlich auch nicht. Die in
diesem Buch abgedruckten Aufgaben sind keine Kopien von
Vorgadngeraufgaben, sondern liberarbeitet und erganzt, um sie in den
Bereich des Losbaren zu riicken. Abgesehen von den ’Treitz Ratseln’
wird keine Quelle genannt. Der Autor bittet dafiir um Verstandnis.



1 Der Satz des Pythagoras und verwandte Satze

Satz des Pythagoras: Sind a und b die Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Hypotenuse ¢, dann gilt a%+b2=c2.

Héhensatz des Euklid: Der FuRpunkt H der Héhe h auf der
Hypotenuse c teilt c in zwei Hypotenusenabschnitte p und g und es

gilt: h?=p-q.
Kathetensatz des Euklid: Sei a eine Kathete eines rechtwinkligen

Dreiecks mit der Hypotenuse c und p derjenige Hypotenusenab-
schnitt der eine gemeinsamen Punkt mit a hat, dann gilt a’=p-c.

1.1 Rechtwinklige Dreiecke im Quadrat

Gegeben ist ein Dreieck ABC mit den Seitenldangena=v13cm, b
=V17 cm und c =v20 cm.

a) Zeigen Sie, dass sich die Punkte A, B und C auf den Seiten eines
Quadrates mit der Seitenlange 4 cm anordnen lassen.

b) Berechnen Sie auf der Basis bisheriger Ergebnisse den
Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

1.2 Fast Pythagoras

Das Dreieck ABC ist nicht
rechtwinklig. Das Lot von C auf
AB teilt AB in die Abschnitte p
und q. ADEB ist ein Quadrat.
Zeigen Sie: Die hellgrau
unterlegten Quadrate haben
zusammen den gleichen
Flacheninhalt wie die dunkelgrau
unterlegten Quadrate
zusammen.




1.3 Inkreismittelpunkt

a) Zeigen Sie: Fiir den
Inkreisradius rim
rechtwinkligen Dreieck
giltr =% (a+b-c).
Verwenden Sie
nebenstehende Skizze.

b) Zeigen Sie: Fur den
Inkreisradius r im

rechtwinkligen Dreieck gilt — r=-2

a+b+c

C) Beweisen Sie mit Hilfe der Gleichungen aus a) und b) den
Satz des Pythagoras.

1.4 Zwei Kreise

Die Mittelpunkte zweier Kreise und
ihr Berlihrpunkt B liegen auf einer
Geraden g. M sei der Mittelpunkt des
grofReren Kreises. Die Senkrechte auf
g in M sei h. Der Abstand zwischen

g

den Kreisen auf gist 9 cm, der
Abstand zwischen den Kreisen auf h
ist in beiden Féallen 5 cm (siehe
Abbildung). Wie grof8 sind die Radien
der Kreise?




1.5 Schustermesser

Die linke graue Flache hat die Form der Klinge eines Schustermessers.
Zeigen Sie, sie ist ebenso grol} wie die rechte Kreisflache.

1.6 Satz von Tabit

In einem stumpfwinkligem
Dreieck ABC liege D auf 45,
sodass die Dreiecke ABC und ADC
dhnlich sind. Dann ist das

Quadrat mit der Seite |4cC| A 5
flachengleich zum Rechteck aus
|4D| und |4B|.

a) Beweisen Sie diesen Satz.

b) Wie erhédlt man daraus den
Kathetensatz von Euklid?

1.7 Ein Pythagoras-Beweis a _ <

Wie kann die diese Skizze zum b
Beweis des Satzes des
Pythagoras verwendet werden?




1.8 Kathetenwegsatz

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck
und DE ein beliebiger Abschnitt auf
einer Kathete. F und G seien die
FuRpunkte der Lote von D bzw. E auf
AB. Uber DE hat das Rechteck DEHJ die
Lange |EH| = |BC|. Uber FG hat das
Rechteck GFKL die Lange [GL| = |4B|.

a) Zeigen Sie, dass die Rechtecke DEH)J
und GFKL flachengleich sind.

b) Mit diesen Erkenntnissen lasst
sich auch der Satz des Pythagoras
beweisen. Fihren Sie den Beweis.

1.9 Rechtwinklige Dreiecke an einem rechtwinkligen Dreieck

Die Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks ABC seien die Hypotenusen

dreier zu ABC ahnlicher, rechtwinkliger
Dreiecke (siehe Abbildung).

a) Zeigen Sie ohne Verwendung des
Satzes von Pythagoras, dass die
Summe der Flachen der Dreiecke
Uber den Katheten AC und BC gleich der Flache des
Dreiecks Uber der Hypotenuse AB ist.

b) Beweisen Sie mit dem Ergebnis von a) den Satz des

Pythagoras.



1.10 Ein besonderer Punkt im Dreieck

a) Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit den
Kathetenlangen 6 cm und 8 cm. Gesucht ist ein Punkt P, sodass die
Dreiecke ABP, BCP und CAP den gleichen Flacheninhalt haben.
Welche Abstande hat dieser Punkt P von den drei Seiten des
gegebenen Dreiecks?

b) Bestatigen Sie: Die Kehrwerte der unter a) ermittelten Abstdande
sind die Seitenlangen eines rechtwinkligen Dreiecks.

c) Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit beliebigen
Kathetenlangen. Gesucht ist ein Punkt P, sodass die Dreiecke ABP,
BCP und CAP den gleichen Flacheninhalt haben. Zeigen Sie: Die
Kehrwerte der Abstdande von P zu den Seiten sind die Seitenldangen
eines rechtwinkligen Dreiecks.

1.11 Teppichboden

Ein rechteckiger Raum mit der Lange
7 m und der Breite 6 m soll mit
Teppichboden ausgelegt werden, der
/ in einem Stick und aufgerollt

' ' - angeliefert wird (also als ,Laufer”/

als langes Rechteck). Der Teppich-

: _ boden wird so verlegt, wie die Skizze
zeigt, und es werden nur 5 gerade
Schnitte entlang der Raumwande
erforderlich. Wie lang und wie breit
ist das angelieferte Teppichstiick,

6 m

wenn keine Reste bleiben?



1.12 Pythagoras und Sekanten-Tangentensatz

Gegeben sind ein Kreis um den
Punkt M und ein Punkt P
auBerhalb des Kreises. Die Sekante
durch P schneidet den Kreis in A
und in B. Die Tangente durch P
berihrt den Kreis in T. Dann sagt
der Sekanten-Tangenten-Satz:

|PT|? = |PA]| - |PB|.

Beweisen Sie den Satz von Pythagoras mit Hilfe des Sekanten-
Tangenten-Satzes. Hinweis: Legen Sie PA durch M.

1.13 Pythagoras visualisiert : : :
In einem Quadrat mit der C/h
Seitenlange c werden die .

Quadrate mit den Flachen a2 2
und b? so untergebracht, dass
zunachst einige Flachenteile
Uberstehen (siehe Abbildung).
Zeigen Sie, dass sich die
Uberstinde ebenfalls im
Quadrat mit der Seitenlange c
unterbringen lassen.

Oha
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1.14 Kreisring
Zwei Kreise mit gleichem Mittelpunkt

schlieBen einen sogenannten Kreisring ein.
Wie grol} ist der Flacheninhalt des
Kreisringes (grau unterlegt), wenn der

grofSe Kreis aus der Tangente an den
kleinen Kreis in einem Punkt B eine Strecke

AC mit der Lange 8 cm herausschneidet?

1.15 Sehnenvierecke mit besonderen Eigenschaften

Gesucht sind die Umkreise von Sehnenvierecken mit zwei
gegenlberliegenden Winkeln von je 90° und vier verschiedenen
Seitenlangen sowie deren Konstruktionsprinzipien. Erklaren Sie, wie
Ihnen (W2+x2)-(y?*+z2) = (wy+xz)*+(wz-xy)?=(wz+xy)?+(wy-xz)? bei der

Losung dieser Aufgaben helfen kann.

1.16 Trapez und Pythagoras
Gegeben ist ein Trapez mit den Langen aund b

b
/ der parallelen Seiten. Eine weitere Seite ist
N gleichzeitig Hohe des Trapezes und hat die Lange
’/ a a+b (siehe Skizze). Beweisen Sie mit dieser Figur
| den Satz von Pythagoras.
/
f //,//
/ /// . b
fﬂ /—//
I
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1.17 Rechteck und Pythagoras

Einem rechtwinkligen
Dreieck wird ein Rechteck
so einbeschrieben, dass
dessen Seite x auf der
Kathete a, dessen Seite y c b
auf der Kathete b, ein : - :
Eckpunkt auf der ‘ d
Hypotenuse c und dessen
Diagonale d senkrecht auf

der Hypotenuse c steht x r
(siehe Abbildung).Zeigen ? |
Sie: ay+bx=cd und = % =2 und beweisen Sie mit Hilfe dessen den Satz

des Pythagoras.

1.18 Sehnensatz und Héhensatz von Euklid

Der Sehnensatz lautet: Zwei Sehnen AC und BD eines Kreises
schneiden sich in S. Dann gilt |45| - |CS| = |BS| - DS].

Zeigen Sie: Wenn eine Sehne Durchmesser des Kreises ist und die
andere Sehne senkrecht dazu verlauft, dann ist der Sehnensatz
identisch mit dem Hohensatz von Euklid.

1.19 Ptolemaus und Pythagoras

Der Satz des Ptolemaus lautet: In einem
Sehnenviereck ist das Produkt der Langen
der Diagonalen gleich der Summe der
Produkte der Langen gegeniiberliegender
Seiten. In einem Sehnenviereck ABCD gilt
also |4c| - |DB| = |4B| - |DC| + |AD| - |[BC|. Beweisen
Sie den Satz des Pythagoras mit Hilfe des
Satzes von Ptolemaus. B

O
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1.20 Pythagoreisches Dreieck aus zwei pythagoreischen Dreiecken
Ein rechtwinkliges Dreieck soll pythagoreisch heilen, wenn alle
Seitenlangen natlrliche Zahlen sind.

a) Zeigen Sie: Wenn das Tripel (a, b, c) aus den beiden
Kathetenlangen a und b sowie der Hypotenusenldnge c ein
pythagoreisches Tripel ist, dann sind auch (a%,ab,ac) sowie
(ab,b?,bc) pythagoreische Tripel mit den Hypotenusenldngen ac
bzw.bc.

b) Ein rechtwinkliges Dreieck wird entlang seiner Hohe h auf der
Hypotenuse in zwei kleinere rechtwinklige Dreiecke zerlegt.
Gibt es nun pythagoreische Dreiecke, die sich auf diese Weise
in zwei pythagoreische Dreiecke aufteilen lassen?

1.21 Viereck mit orthogonalen Diagonalen

Gegeben ist ein Viereck mit

orthogonalen Diagonalen und

drei Seitenlangen 45 mm, 164

mm und 200 mm sowie der

Abstand 36 des Diagonalen- 200
schnittpunktes von einem 164
Eckpunkt (sieheAbbildung). Wie
lang ist die vierte Seite?

36
X—0 ] 45
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1.22 Pythagoras-Parkett
D c K

1.23 Hypotenusenquadrat

Mit Quadraten kongruent zu
ABCD und BEFG lasst sich die
Ebene parkettieren (siehe
Abbildung). Auf dieses Par-
kett wird das Quadrat HIJK so
gelegt, dass HK parallel zu AG
ist und |HK| = |4G|.

Zeigen Sie, dass dann neben-
stehende Skizze den Satz von
Pythagoras beweist.

a) Zeigen Sie: In einem rechtwinkligen Dreieck geht die
Winkelhalbierende des rechten Winkels durch den Schnittpunkt
der Diagonalen des Hypotenusenquadrates.

b) Zeigen Sie: In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Winkelhal-
bierende des rechten Winkels das Hypotenusenquadrat in zwei

flachengleiche Stiicke.

1.24 Abstand von der Ecke

Der Punkt P im Inneren D
des Rechtecks ABCD hat

von A den Abstand 7, von

B den Abstand 2 und von C
den Abstand 6. Welchen
Abstand hat P von D?

14




Losungen

11

a)

2 2
Viki
4 vZo
AT |
|

b)16-3-4-2=7

1.2

13

15

Nach Pythagoras gilt
(1) h®+p?=b? und (2) h*+g?=a2.
(1) = (2) ergibt p? — g*=b? - a2
oder p?*+a=b%+qg2.

a) Der Mittelpunkt des In-
kreises ist der
Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden.
Daher lasst sich aus
neben-stehender Skizze
c=a-r+b-rablesen.
Auflésen nach r ergibt

r =% (a+b-c).




b) r sei jeweils Hohe in den drei Dreiecken mit a, b und c als

br  cr

Grundseiten: Dann gilt T =“2—*’. Auflésen nach r
ergibtr =2

a+b+c’

c) Gleichsetzen der Ergebnisse aus a) und b) fiihrt zu
2 =22 Durchmultiplizieren mit dem Hauptnenner ergibt

a+b+c

2ab = ((a+b) — ¢)-((a+b)+c)=(a+b)? — c? und schlieRlich a%+b?=c2.

1.4 Fuhren Sie diese Hilfslinien _ El_
und Bezeichnungen ein: gl S

Dann ist (1) h=p-q und \\;_‘_
(2) p+9=q sowie (3) h=g-5. "'\.
|
Das sind drei Gleichungen mit | \ 3.'
drei Unbekannten. Lésungen: | \ /
p=16, =25 und h=20.

1.5 Mit den GroRRen p, g und h aus der Skizze gilt:

h_Z

T (p+)® w4 _=m 2_ .2 21— L e
S >3 —Rlle+a*—p-ql= R 2P =1

=
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1.6 a) Nennen Sie [4C| = a, |4D| = d und
|4B| = c. Dann gilt wegen der
Ahnlichkeit der Dreiecke 2= und
nach Multiplikation mit dem
Hauptnenner a?=d.c.

b)Wahlen Sie in einem
rechtwinkligen Dreieck d als
Projektion von a auf c. Dann ist das
der Kathetensatz.

1.7 Die linke Figur (unten) hat den Flacheninhalt a?+b?. Die rechte
Figur hat den Flacheninhalt c2. Verschieben Sie die grauen
Dreiecke aus der linken Figur in die rechte Figur, dann ist
a2+b2=c-




1.8 a) Das kleine graue Dreieck ist a
ahnlich zum Dreieck ABC. / Y
Daher gilt: Das Verhaltnis der . / /
Hypotenusenlangen ist gleich NG/ /
dem Verhaltnis der Lingen
der langeren Katheten: /

IDE| _ IFG|
o1 = g und daher

|DE| - |BC| = |AB| - |[FG] und
wegen |EH| = [B¢| und |GL| = |4B]|
gilt |DE| - [EH| = |GL| - |FG|.

c) Fir |pE| = |cB| ist das der . .
Kathetensatz und zusammen
mit dem Kathetensatz zur anderen Kathete der Satz von

Pythagoras.

1.9

a) Spiegeln Sie die hellgrauen
Dreiecke an den Katheten, dann
entsteht das weille Dreieck, das
kongruent zum dunkelgrauen
Dreieck ist.

18



b) Wegen der Ahnlichkeit der AN

Dreiecke gilt %2 =2 und folglich ha

(1) he =*<=. Aus dem gleichen > hy
Grunde gilt 2 == und folglich e "N

(2) n, =<2, AuRerdem gilt : ¢ |
“h“+ﬂ=°7hcund folglich he

(3) a-hg + b-hp = c-hc. (1) und (2) in
(3) eingesetzt ergibt a?*< + b2 = ¢ - h,.
Durchmultiplizieren mit - ergibt a®+b?=c?.

1.10 c) Aufgabenteil c) ist die Verallgemeinerung von a) und b) und
wird daher zuerst gel6st. a und b seien die Katheten und
c=vaZ + bZ sei die Hypotenuse Dann ist die Gesamtflache F-‘”’
und die Elnzelflachef . X, Y bzw z seien die H6hen auf a, b
bzw. c. Dann ist = oder x—;. Entsprechend ist y=2 und

: : 3\2 | (32 3va?157\’
z.c=22 oder z—wz_b2 Zu zeigenist (3)" +(3) —( . ) oder
= 9(;‘2:2’ ), was sich nach Division durch 9 und Addition der

Briiche zeigen lasst.

a) x=:, %, y=2 und z=—22_=1,6.

3\/W
b) 1,6=5=¢und (5) +(5) = (})’

1.11 Die Abbildung zeigt die
Schnittlinien 1 bis 5 sowie die
Zusammensetzung der
entstandenen 6 Einzelstiicke.
Eines der Einzelstlicke (in der
Abbildung unten) zeigt ein
rechtwinkliges Dreieck mit den
Katheten der Léngen 6 und 2.
Dann ist die Hypotenuse

\\X

(%)

\

62 + (2)2 =6,25. Aus der Flache

=




5,25 und der Grundseite 6,25 dieses Dreiecks lasst sich seine
Hohe (Breite der Teppichrolle) h=1,68 und dann aus der
Zimmerflache 42 und der Teppichbreite die Teppichlange 25
bestimmen (alle Angaben in m).

1.12 |PT|? = |PA| - |PB|. Legen Sie
PA durch M. Sei |PM|=c.
Dann ist (c+b)(c-b)=a2.
Durch Umformung wird
daraus a?+b?=c?-

1.13 Verschieben Sie die
Uberhinge auRerhalb
des groRen Quadrats in
die Flachen gleicher
Farbung innerhalb des
groRen Quadrats.
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1.14

1.15

1.16

1.17

R sei der Radius des dulReren _— "~

Kreises und r der Radius des . -

F - T h
inneren Kreises. Dann ist m-R2- ' 1 A \
m-r2=m.(R?-r?) der Flacheninhalt f [ N \
des Kreisringes. AulRerdem gilt l \ M ) J
nach Pythagoras R2-r2=16. Die ‘\'« i
Flache des Kreisringes ist also X\ >~
16m. A o

Fiir Sehnenvierecke mit den Seitenlangen a, b, c und d sowie
zwei gegeniberliegenden rechten Winkeln muss gelten
a2+b2=c?+d?. Flr a=wy+xz, b=wz-xy, c=wz+xy und d=wy-xz hilft
die gegebene Gleichung, diese Bedingung zu
erfillen. Der Durchmesser des Umkreises ist
dann Jw?+x2)- 2+ 29).

b

Die Trapezflache berechnet sich einerseits /

als %-(a+b)-(a+b) und andererseits als %2-ab+
¥%-ab+%-c2. Dann ist (a+b)?=2ab+c? oder f
a?+2ab+b?=2ab+c? und dann a%+b?=c?. :"‘

d zerlegt das Dreieck mit der

Flache %.d.c in zwei >
Teildreiecke mit den Flachen /;,’:ifj:’ N
%-ay und %.b-x. Daher ist ‘ e e
%.d.c=Vs-ay + ¥%-bx oder (1) e N
d.c=ay + bx. Alle . L1
rechtwinkligen Dreiecke in der Skizze sind ahnlich zueinander.
Daher gilt —=*— -2-2 -2 Daraus folgt (2) = = x und

(3) £2=y. (2) und (3) in (1) eingesetzt, ergibt a-c = =2+ 22,

Hypotenuse ~ ¢
c c
Durchmultiplizieren mit < ergibt a?+b2=c?.
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1.18

1.19

1.20

1.21

Wahlen Sie eine Sehne als Durchmesser ihres Kreises und
eine Sehne senkrecht dazu. Dann ist der Sehnensatz gerade
der Héhensatz von Euklid.

Wahlen Sie ein Rechteck als 0
Sehnenviereck. Dann ist der Satz

von Ptolemdaus gerade der Satz b a
von Pythagoras.

a) Sei (a, b, c) ein pythagoreisches Tripel, dann gilt a®+b?=c?
und nach Multiplikation mit a? gilt a?a*+a’b?=a%c? oder
(a%)®+(ab)?=(ac)?. Damit ist (a?, ab, ac) ein pythagoreisches
Tripel. Entsprechendes gilt fiir eine Multiplikation mit b2.

b)Wahlen Sie h=ab als Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks mit
den Katheten ac und bc sowie der Hypotenuse a?+b?.

V1642 — 362 = 160,
V2002 — 1602 = 120,
V452 362 = 27,
V1202 + 272 = 123.
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1.22 Jedes der Drei-, Vier-

1.22

oder Fiinfecke,
welche das Quadrat

HUJK ausfillen, ist
kongruent zu einem
Drei-, Vier-, Fiinfeck,
das die Gesamtflache

der Quadrate ABCD
und BEFG ausfiillen
(kongruente Flachen

sind mit gleichem
Farbton unterlegt).

a) Die Diagonalenschnittpunkte eines Quadrates und

seines einbeschriebenen Quadrates
sind identisch. In der Darstellung ist
das Hypotenusenquadrat
einbeschrieben in ein Quadrat, auf
dessen Seiten die Katheten des
rechtwinkligen Dreiecks (grau)
liegen.
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b) In jedem Rechteck teilt eine Gerade \
durch den Diagonalenschnittpunkt das
Rechteck in zwei kongruente,
flachengleiche Teile. Das gilt

insbesondere flir das
Hypotenusenquadrat. \
1.23  ZiehenSiedie D G ,_C

Parallele durch P zu
CB im Abstand s. |hr
Abstand von DA sei
dann r. Ziehen Sie u : - : 6
die Parallele durch P
zu AB im Abstand t.

lhr Abstand von DC 4 ' ' ' s
—
sei dann t. Dann gilt i 7 R |t
r 5
(1) s?+t2=4 A E B

(2) r>+t2 =49 und daher (2) — (1) r? - s2 =45. AuRerdem gilt:
(3) u2+s2=36
(4) u?+r>=x3® und daher (4) — (3) r* — s> =x> — 36.

Damit ist x>=36=45 und x?>=81 und folglich x=9.



2 RegelmaRige n-Ecke und n,k-Sterne

Ein regelmaRiges n-Eck ist ein

geschlossener konvexer Streckenzug

aus n gleichlangen Strecken mit n N
gleichgrofRen Innenwinkeln. NG S -

Ein n,k-Stern entsteht, wenn man n N\ o
Punkte regelmalig auf einem Kreis / N
verteilt und die Punkte von A bis L \\\
An.1 im Kreise herum benennt. Dann R
ergeben alle Verbindungsstrecken

A4, (i=0,1, 2, 3, ...) einen n,k-Stern

(fGr i+k>n ist n zu subtrahieren). Die
Abbildungen zeigen einen 8,2-Stern (unten)
und einen 5,2-Stern (oben).

2.1 Alle Zacken

Welche Bedingung muss fiir n und k gelten, damit der n,k-Stern
mit einem Streckenzug ohne erneut anzusetzen n Zacken hat?

2.2 Zackenwinkel

Seien n und k teilerfremd und k’ die kleinere der beiden Zahlen k und
n-k.

a) Begriinden Sie: Ein Schiff, das den Kurs eines n,k-Sterns durchfahrt
bis es wieder in seiner Startposition steht, dreht sich dabei k’-mal um

seine eigene Achse. Zackenwinkel
v
b) Sei o der Zackenwinkel (das ist der an jeder

Zacke gleiche Winkel, siehe Abbildung) eines
n k-Sterns. Zeigen Sie: dann gilt o="""=2,
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2.3 Zwolfeck aus 12 kongruenten Vierecken

Drei Seiten und eine Diagonale eines
Vierecks seien gleichlang, die Lange der
vierten sei das V2-fache jeder anderen
Seitenldnge.

a) Zeigen Sie: 12 solche Vierecke
parkettieren ein regelmaliges
Zwolfeck.

b) Zeigen Sie: 24 solche Vierecke
parkettieren ein groReres
regelmaliges Zwolfeck.

2.4 5,2-Stern

Welchen Umkreisradius hat ein aus
10 grauen Drachen (Abbildung)
zusammengesetzter 10,3-Stern,
wenn r der Umkreisradius des
dargestellten 5,2-Sternes ist?

2.5 Achtecke

=

Gegeben sind 8 kongruente Rauten mit dem spitzen Winkel der
GroBe 45° und der Seitenldnge a sowie 8 gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke mit der Schenkellange a. Parkettieren Sie

unter Verwendung aller Teile damit
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a) ein regelmaliges Achteck. Bestimmen Sie zunachst die
Seitenlange des Achtecks in Abhangigkeit von a. Wo tritt diese
Lange bei den Einzelteilen auf?

b) zwei kongruente regelmalige Achtecke. Bestimmen Sie
zundchst die Seitenldnge jedes der beiden Achtecke in
Abhangigkeit von a. Wo tritt diese Lange bei den Einzelteilen
auf?

2.6 6,2-Sterne

Die zwolf Seitenlangen des
inneren Sterns sind genau halb
so lang wie die zwolf
Seitenlangen des dueren
Sterns. Zerlegen Sie den
Streifen zwischen innerem und
dullerem Stern mit 12
Schnitten so, dass aus den
Teilen drei Sterne von der
Form und der GroRe des
inneren Sterns
zusammengesetzt werden kénnen.
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2.7 Sechsecke

2.8

28

Gegeben sind drei regelmaRige Sechsecke. Das kleinste Sechseck
unten wird — wie dargestellt —in vier Teile zerlegt. Mit diesen

vier Teilen und dem mittelgrofRen Sechseck (links) lasst sich das
rechte Sechseck (rechts) vollstandig auslegen.

a) Fihren Sie das Auslegen durch.

b) Welche notwendige Bedingung miissen die Seitenldangen der
drei Sechsecke erfillen, damit eine derartige Aufgabe I6sbar
ist?

Pentagramme

Zerschneiden Sie die vier kleinen Pentagramme in die
dargestellten Teile und legen Sie das groRRe Pentagramm mit den
Teilen aus.



2.9 Zwolfeck

A, B, C, D seien die
Seitenmitten eines
Quadrats und gleichzeitig
vier Eck-punkte eines
regelmaligen Zwolfecks.
Der wievielte Teil der
Quadratflache wird von der
Flache des Zwolfecks
bedeckt?
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2.10 Nochmal: Flachenvergleich Zwolfeck/Quadrat

ABCDEFG ist ein Polygonzug, der ein Viertel eines 12,5-Sterns
begrenzt. A N

C

a) Bestimmen Sie die GréRen
der Winkel ACE und BCD.
Begriinden sie dann, dass
ABC ein gleichseitiges _
Dreieck ist. B i

b) Bestimmen Sie alle Winkel D
im Viereck MDCB und
begriinden Sie u.a. damit,
dass es eine Raute ist.

. . M G
c) Bestimmen Sie das

Flachenverhaltnis des Dreiecks MGE zum Quadrat MGNA?

2.11 RegelmaRiges Zehneck
Einem regelmafigen Zehneck

ABCDEFGHIJ mit dem
Umkreismittelpunkt M seien
die Dreiecke ADH und MEG
einbeschrieben. Zeigen Sie,
dass die Dreiecke ADH und
MEG ahnlich sind.
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2.12 8,2-Sterne

Zwei 8,2-Sterne sind so zerschnitten, wie die Abbildung auf der
nachsten Seite zeigt. Legen Sie die Teile zu einem 8,2-Stern mit
dem doppelten Flacheninhalt zusammen.

2.13 10,4-Stern

Die Zacken eines 10,4-
Sterns werden wie
dargestellt abgeschnitten
und in veranderter Lage an
das verbliebene 10-Eck
angesetzt, sodass ein
neuer n,k-Stern entsteht.
Welche Bezeichnung hat
dieser Stern (n=?, k=?)?

2.14 Zwei 8,3-Sterne

Einer von zwei 8,3-Sternen wird in 12 Teile zerschnitten. Mit
diesen 12 Teilen sowie einem weiteren 8,3-Stern soll ein
regelmaRiges Achteck ausgelegt werden.
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2.15 Ptolemaus und Fuinfeck

Der Satz des Ptolemaus lautet: In einem Sehnenviereck ist das
Produkt der Langen der Diagonalen gleich der Summe der Produkte
der Langen gegenliberliegender Seiten. Beweisen Sie damit den Satz;
Im regelmaRigen Flinfeck ist das Verhaltnis aus Diagonalenldange und
Seitenlange 15,

2

2.16 5,2-Sterne und regelmaRBige Fiinfecke

Zwei 5,2-Sterne und sechs regelmaRige Flinfecke gleicher
Seitenldngen sollen zu einem regelmaRigen 10-Eck
zusammengesetzt werden. Dazu missen die 5,2-Sterne
zerschnitten werden.
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2.17 6,2-Sterne

Sowohl in

das gleich-

seitige Q
Dreieck (2)

als auch in

drei Sterne 2
(3) passen

36 gleich-

seitige

Dreiecke (1):

In welche

minimale
Anzahl von Teilen muss man drei Sterne (3) zerlegen, um damit
das gleichseitige Dreieck (1) auslegen zu kbnnen.

2.18 6,2-Sterne und 6,1-Polygon

Zerlegen Sie zwei 6,2-Sterne so in je drei Stlicke, dass ein
regelmaliges Sechseck damit ausgelegt werden kann (die mit a

bezeichneten Strecken seien gleichlang).
@ \

2.19 Es ist leicht, nur durch Falten Seitenhalbierende oder
Winkelhalbierende zu konstruieren. Falten Sie ein quadratisches
Stlick Papier auf zwei verschiedene Arten so, dass die Faltlinien
ein regelmaRiges Achteck ergeben.
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2.20 Kann man aus den gegebenen Teilen eines 8,3-Sterns ein
regelmaliges Achteck zusammenlegen?

2.21 Die nebenstehende Zackenwinkel
Skizze soll darstellen, v
was unter einem
Zackenwinkel bzw.
einem Mittelpunkts-
winkel eines n,k-Sterns
zu verstehen ist. Wenn
der Zackenwinkel eines
n,k-Sterns doppelt so
groR ist wie sein
Mittelpunktswinkel
dann lasst sich der n,k-
Stern zu zwei Z,j —Ster-
nen umbauen.

Mittelpunktswinkel
é

a) Die Abbildung zeigt einen 14,5-Stern, der sich zu zwei 7,j-
Sternen umbauen lasst. Bestimmen Sie j.

b) Sei n eine gerade Zahl. Welche Beziehung muss zwischen k und
j bestehen, damit sich ein n,k-Stern zu zwei Z,j-Sternen
umbauen l3sst.
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Losungen
2.1 n und k missen teilerfremd sein.

2.2 a) Die Zahlenpaare (Anzahl der Kursdnderungen |volle
Drehungen um die Schiffsachse) sind quotientengleich. Ein derartiges
Zahlenpaar ist (%u). Dann ist auch (n|k‘) ein solches Zahlenpaar.
Nach n Kursdanderungen hat das Schiff k‘ Drehungen um die eigene
Achse gemacht.

b) Sei a der Zackenwinkel. Dann ist die Kursanderung an jeder Zacke
180°-a.. Unter Blick auf a) gilt: n-(180°-a)=k’-360°. Aufgel6st nach o
gilt: g=12002k)

2.3a) b)
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2.4 Der 5,2-Stern kann in 5 Teile (grau

f unterlegt) zerteilt werden, von denen 10

, zu einem 10,3-Stern zusammengesetzt

\\\\ s werden kénnen. Der Umkreisradius ist
\/ \;\ also der gleiche.

el

2.5
a) Jede Raute hat den Flacheninhalt ) /;»
¢, jedes Dreieck hat den S \ /\
Flacheninhalt . 8 Rauten und 8 /N N\ f” A
Dreiecke haben zusammen den /
Flacheninhalt 4a2-(1+2). Ein Achteck
mit er Seitenldnge b hat den \ Y /N
Flacheninhalt 2b2-(1+42). Dann ist N/ \".,__ /
b=a-V2. Das ist genau die Basis jedes VN AV
der 8 Dreiecke. Diese werden an den
Rand des Achtecks gelegt:
b) Kongruente n-Ecke sind flachengleich. Jedes N~
jetzt auszulegende Achteck hat den halben /o \ A
Flacheninhalt des Achtecks unter a). Die /o LN/ \
neuen Achtecke sind mit dem Faktor = & ~Y )

zentrisch gestreckte Bilder des Achtecks unter  \
a). Beide neuen Achtecke haben die
Seitenldange a und die nebenstehende
Aufteilung.
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2.6

2.7

37

Bei dieser Aufteilung
kénnen aus den
Einzelteilen drei
weitere kleinere
Sterne gelegt
werden:

a)

s




2.8 Rechts das ausgelegte

b)Wenn a und b die beiden
kiirzeren Seitenlangen sind
und c die langere, dann
muss a2+b2=c? gelten.

Pentagramm.

2.9

In der Formelsammlung findet man: Fir den Flacheninhalt F
eines Zwolfecks mit dem Umbkreisradius r gilt F=3r2. Das Quadrat
mit der Seitenldnge 2r hat den Flacheninhalt 4r2.

2.10

38

a) Winkel ACE ist A : N
Innenwinkel eines
regelmaRigen Zwolfecks
und daher ©=22%=150°,

Winkel BCD. Ist ' E
Zackenwinkel eines 12,5-
Sterns und folglich D
100229 ~ 300 . Dann ist der
Winkel BCA 60° und dann _ F
auch der Winkel BAC. Die
Schenkel BA und BC sind M

gleichlang. Daher ist ABC ein gleichseitiges Dreieck.




2.11 Jeder Innenwinkel des Zehnecks

39

b) Der Winkel FMG ist die Halfte von 30° und ein Sechstel von 90°.
Folglich ist MGF ein gleichseitiges Dreieck und daher sind alle
Strecken im Inneren des Quadrats MGNA gleichlang. Das
Viereck MDCB ist eine Raute.

c) Das Dreieck MGE ist aus A c
zwei kongruenten
gleichschenkligen und
einem gleichseitigen
Dreieck zusammengesetzt. : E
Das Quadrat MGNA enthalt B k
acht kongruente D
gleichschenklige und vier
kongruente gleichseitige
Dreiecke. Also hat das
Quadrat MGNA den M G
vierfachen Flacheninhalt des Dreiecks MGE.

ist $=225=144°, Im Viereck AHIJ
gilt: 20+288°=360° und daher
a=36°. Das Gleiche gilt fiir den
Winkel DAB. Dann berechnet sich
der Winkel DAH als 144°- 2-36°=72°.
Die Dreiecke DHA und EGM sind
gleichschenklig. Der Winkel EMG ist
ein Fiinftel des Vollwinkels und
daher 72° grol3. Gleichschenklige
Dreiecke mit dem gleichen Winkel gegenliber der Basis sind
ahnlich.




2.12

2.13 Die abgeschnittenen Zacken
sind gleichschenklige
Dreiecke. Da ein 10,4-Stern \
aus zwei 5,2-Sternen
zusammengesetzt ist, hat der
Zackenwinkel die Grofe
EEE29=36°. Dann sind die
Basiswinkel der
abgechnittenen Dreiecke je
72° groR. Diese werden in
obiger Figur zu Zackenwinkeln des neuen 10,k-Sterns. Darin gilt
fur k 72°=220229 Aufgel6st nach k ergibt das k=3. Es ist also ein
10,3-Stern.
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2.14 Hier die Auslegung:

2.15 Ein regelmaRiges Fliinfeck besteht aus einem
gleichschenkligen Trapez und einem gleichschenkligen Dreieck.
Die Diagonalen des regelmaRigen Flinfecks sind auch Diagonalen
des Trapezes, das auch Sehnenviereck ist. Fiir die Seitenlange s
und die Diagonalenlange d des regelmaRigen Fiinfecks gilt nach
Ptolemaios: sd+s?=d?. Nach Division durch d? ergibt sich:

2+ (3)2 = 1. Nach Substitution von 2 = x entsteht die quadratische
Gleichung x+x?>=1 mit den Lésungen . Die negative Losung
entfallt hier.

2.16 Ein Hinweis auf die Losung:
41



2.17 Es genigen
acht Teile. Teile /\
gleicher Farbe
konnen jeweils

zu einem Stern
zusammen-
gesetzt a

werden.
schwarz

2.18 Hier die Zerlegung und die Auslegung:
42



2.19 Erste Moglichkeit:

1. 2.

Zweite Moglichkeit:

1.
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2.20 Ja, so:

2.21 a) Aus Aufgabe 2.2 wissen wir: Der Zackenwinkel o eines n, k-
Sterns berechnet sich als 0,=M. Fir einen7,j-Stern ergibt sich
w Dies soll der Mittelpunktswinkel eines 14,5-Sterns sein, also
180°0772) _ 3% Dann ist 7-2j=1 und j=3.

7 14

b) Der Zackenwinkel o eines n,k-Sterns ist M Dieser ist doppelt
so groB wie sein Mittelpunktswinkel 2= Dann ist =28 — 5 . 2% ynd
daher (1) n=4+2k. Der Zackenwinkel eines 2,j-Sterns ist =2, Djes

n .
2:180°(5-2j) _ 360°
==

soll der Mittelpunktswinkel eines n,k-Sterns sein, also
Folglich ist (2) 2 =1+2j. (1) in (2) eingesetzt, ergibt 1+k=2j.
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3. Flichengleichheit/Puzzles

Zwei FlachenmaRe lassen sich besonders gut als gleichgroB erkennen,
wenn man beide Flachen in paarweise kongruente, Gberschneidungs-
freie Teilflachen zerlegen kann. Die angegebenen Lésungen enthalten
oft nur Plausibilitdten. Exakte mathematische Beweise wiirden den
Nachweis der Kongruenz entsprechender Teilflachen erfordern, auf
den aber verzichtet wird.

3.1 Quadrat mit 5 Quadraten ausgelegt

Die grau unterlegten Quadrate haben die Seitenlange 1 LE. Sie sind

c also Flacheneinheiten
(FE).
D a)  Zeigen Sie durch

Anwendung des Satzes
von Pythagoras: Das

B Quadrat ABCD ist flachen-
gleich zur grau unter-
legten Gesamtflache.

A

b) Zerschneiden Sie vier der grau unterlegten Quadrate mit je
einem geraden Schnitt so, dass das Quadrat ABCD mit den
Teilstlicken ausgelegt werden kann.

3.2 Achteck und Quadrat

Aus den funf Teilen soll wahlweise ein regelmaRiges Achteck
oder ein Quadrat zusammengelegt werden.

)=
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3.3 Gleichseitige Dreiecke

4 4
2 6 2l

gesetzten gleichseitigen Dreiecke?

Ein gleichseitiges Dreieck
wird in 6 Teile
zerschnitten, wie in der
Abbildung dargestellt.

a) Setzen Sie unter
Verwendung aller sechs
Teile 3 verschiedene
gleichseitige Dreiecke
zusammen. Welchen
Flachenanteil am
gesamten Dreieck hat
jedes dieser zusammen-

b) Setzen Sie aus diesen 6 Teilen unter Verwendung aller sechs
Teile 2 verschiedene gleichseitige Dreiecke zusammen. Welchen
Flachenanteil am gesamten Dreieck hat jedes dieser zusammen-

gesetzten gleichseitigen Dreiecke?

3.4 Schattenriss einer Bischofsmiitze

Aus einem

Quadrat
mit der
Seiten-
lange 8
wird ein
Viertel
seiner

O P A

B Flache
herausge-

schnitten. Die Schnittlinien verlaufen von zwei benachbarten
Eckpunkten zum Diagonalenschnittpunkt M (linke Skizze, Schattenriss
einer Bischofsmiitze). Die verbliebene Flache wird in funf Stlicke —
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wie dargestellt — zerschnitten. Damit soll das Quadrat ausgelegt
werden.

a) Fihren Sie die Auslegung durch.

b) Wie lang ist eine Seite AB des Quadrats?

3.5 Gleicher Flacheninhalt?

Im Trapez ABCD ist M der D_ c
Diagonalenschnittpunkt. Sind “
die Dreiecke MBC und AMD ~_
flachengleich?

3.6 Teppichfliesen

Ein 17 m? groRer quadratischer Raum soll
mit 1m x1m-Teppichfliesen ausgelegt

werden, von denen weniger als die Halfte
mit je einem geraden Schnitt zerteilt

werden dirfen. Wie ist dies moglich? Tipp:
Legen Sie den Grundriss des Raumes

geschickt auf nebenstehendes Raster.

3.7 Dreieck und Trapez

Im Quadrat ABCD gilt |EC| = |cF| (siehe Abbildung). Die Parallele zu AB
durch E schneidet AF in Hund AD in G.
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D - ¢ Zeigen Sie: Die Flache des Dreiecks AEH
’ ist gleich der Flache des Trapezes GHFD.
. Tipp: AECF ist ein Drachenviereck.

E

3.8 L-Trominos

Ein L-formiger Spielstein, der drei Felder
eines Schachbrettes abdeckt, soll L-
Tromino heiBen. Zeigen Sie: Ldsst man ein
beliebiges Feld eines Schachbrettes offen,
kann der Rest mit L-Trominos bedeckt
werden.

3.9 Parallelogramme

Gegeben seien ein
Parallelogramm und eine
seiner Diagonalen. P sei
ein beliebiger Punkt auf
der Diagonalen. Durch P

wird je eine Parallele zu
jeder Parallelogramm- %
seite gezogen. Zeigen

Sie: Die grau unterlegten Parallelogramme sind flachengleich.

P

3.10 RegelmiaRBige Sechsecke

a) Gegeben sind vier gleichgroRe regelmaRige Sechsecke, aus
denen Puzzleteile fiir das Auslegen eines regelmafigen
48
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Sechsecks mit vierfachem Flacheninhalt hergestellt werden
sollen. Wie viele Schnitte sind mindestens notwendig?

b) Gegeben sind drei gleichgroRRe regelmalige Sechsecke aus
denen Puzzleteile fir das Auslegen eines regelmaRigen
Sechsecks mit dreifachem Flacheninhalt hergestellt werden
sollen. Eins soll ganz bleiben, eins entlang seiner Diagonalen
zerschnitten werden. Wie muss das dritte zerlegt werden?

c) Gegeben sind drei gleichgrolRe regelmalige Sechsecke aus
denen Puzzleteile flir das Auslegen eines regelmafigen
Sechsecks mit dreifachem Flacheninhalt hergestellt werden
sollen. Jedes der drei kleineren Sechsecke soll auf die gleiche
Weise zerschnitten werden.

3.11 Dreiecke zwischen Quadraten

a) Zwei Quadrate
unterschiedlicher
GrolSe haben eine Ecke
gemeinsam. Sonst ist
die Lage zueinander
beliebig. Die
gemeinsame Ecke ist
gleichzeitig Eckpunkt
zweier Dreiecke, welche die Zwischenraume zwischen den
Quadraten ausfiillen (in der Abbildung grau unterlegt). Zeigen
Sie: Die grauen Dreiecke sind flachengleich.




b) Die Quadrate Gber den Seiten
eines beliebigen Dreiecks
werden so erganzt, dass ihre
Zwischenraume von Dreiecken
aufgefillt werden (in der
Abbildung grau unterlegt).
Zeigen Sie, dass alle grauen
Dreiecke flachengleich sind.

3.12 Zerlegung eines Dreiecks

Gegeben sei
das Dreieck
ABC,und M
sei der Mittel-
punkt von AB.
Zerlegen Sie
AMC mit
moglichst
wenigen gera- A M B
den Schnitten so, dass MBC aus den Teilstlicken von AMC
zusammengesetzt werden kann.

c

3.13 Dreieck mit dhnlichen Dreiecken ausgelegt

Gegeben ist ein Dreieck ABC. In wie viele zu ABC dhnliche
Dreiecke kann man folgende besonderen Dreiecke zerschneiden
(gesucht sind jeweils die drei kleinsten Stiickzahlen)?

a) ein beliebiges Dreieck ABC.
b) ein rechtwinkliges Dreieck ABC,

C) das gleichschenklig-stumpfwinklige Dreieck ABC mit den
Winkeln 30°, 30° und 120°.
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3.14 Quadrat und Rechteck

a) Konstruieren Sie ein Quadrat mit
der Seitenldange c und ein dazu
flachengleiches Rechteck mit der

Seitenlange a. (siehe Abbildung).
Die andere Seitenldnge des
Rechtecks sei dann b.

Zeigen Sie, dass die durch eine

Diagonale im Rechteck mit den Seitenlangen c+a und c+b
abgetrennten grauen Dreiecke in der Abbildung kongruent
sind.

b) Zerlegen sie das Quadrat durch gerade Schnitte in
moglichst wenige Teilflachen, mit denen sich das Rechteck
parkettieren lasst.

3.15 Die
Kreuzform
oben rechts
ist in fUnf
Teile zerlegt.
Parkettieren
Sie die
anderen vier

Formen
jeweils mit
diesen flinf
Teilen.

3.16 Kreisteile
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Die hellgrauen, dunkelgrauen
und schwarzen Flachen des
Kreises mit dem Radius r=2
sollen zu einem Rechteck mit
der Lange 6 und der Breite \3
zusammengefligt werden.

3.17 Zerlegen Sie mit zwei geraden Schnitten ein regelmaRiges
Sechseck so in drei flaichengleiche Teile, dass beide Schnitte

a) durch den gleichen Eckpunkt gehen.

b) durch die gleiche Seitenmitte gehen.

3.18 Zerlegen Sie mit moglichst wenigen Schnitten ein Dreieck mit
den Seitenverhaltnissen 6:8:13 in ein flachengleiches
Rechteck dessen eine Seite auf der gleichen Geraden liegt,
wie die klrzeste Dreiecksseite.

3.19 Ein gleichschenkliges Dreieck mit
der Schenkellange a habe den
Winkel der GréRe 120° zwischen
den Schenkeln. Zeigen Sie: Das
Quadrat Uber der Basis ist
flachengleich zu 3 Quadraten tber

dem Schenkel.




3.20 Geschlossener Polygonzug

Der Polygonzug ABCDEA mit A(0]2),
5 B(2]4), C(4]2),D(6]8) und E(6]0)
umschlieRt eine Flache F.

a) Wie groR ist die Flache F?

b) Zeigen Sie durch eine Skizze: Vier
kongruente Flachenstiicke F lassen sich
zu einem Quadrat zusammensetzen.
Kontrollieren Sie so das Ergebnis unter
a).

3.21 Acht gleiche Teile

Welchen Flacheninhalt hat
nebenstehende Figur, wenn ihre
geraden Begrenzungslinien die
Lange 1 haben und die Flinfte
Begrenzungslinie der Bogen eines
Achtelkreises ist?

3.22 Quadrat im Quadrat

Im Innern des Quadrates ABCD liegt an
irgendeiner Stelle das Quadrat EFGH.
Zeigen Sie: Mit den grau und schwarz
unterlegten Teilen lassen sich die Vierecke
AEHD und FBCG vollstandig bedecken.
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Losungen S

3.2
3.3a)
6 6 s
4 4
/LN
4 12 9
= = =

Flachenanteile vom Ausgangsdreieck.

54



55

3.3b)

16 9

25 25

Flachenanteile vom Ausgangsdreieck.

3.4a) b) Die Seitenlange AB ist
: : V64 —16 = V48
A B

3.5 Die Flachenin-

halte der Dreiecke - —=C
ABC und ABD sind ' :
gleich, denn sie
haben die gleiche
Grundseite und
Hohe. Folglich gilt
FABC=FABD- Hier sub-
trahieren wir auf beiden Seiten die Flache des Dreiecks ABM:

A

B
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FABC - FABM = FABD - FABM- Dann verbleiben links FAMD und rechts

Fmac.

3.6 Jede Seite des
guadratischen Zimmers hat
das MaR V17. Nach
Pythagoras ist die Ldnge AB
gleich V17. Die hellgrauen
Teile wurden abgeschnitten
und als dunkelgraue
eingefligt.

|

3.7 Wir nennen AB=BC=CD=CA=a und CE=CF=b. Dann sind die

Diagonalenlangen im
Drachenviereck AECF a-\2 und
b-\2. Folglich ist der
Flacheninhalt des
Drachenvierecks AECF a-b und
des Rechtecks GECD ebenfalls
a-b. Schneidet man sowohl
vom Drachenviereck AECF als
auch von Rechteck GECD die
Flache des Trapezes HECF ab,
bleiben jeweils die grau
unterlegten Flachen Ubrig.

3]

®

(2]
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3.8 Wenn man die L-Trominos so
anordnen kann, dass die Felder C6, C8
bzw. A8 freibleiben, lassen sich durch
Drehung des Quadrates, das aus dem
freien Feld und einem Tromino besteht
sowie Drehung oder Spiegelung des
gesamten Brettes
~ alle Felder als AB
freibleibend
darstellen.

3.9 Die Parallelo-

G F
gramme ABPH, r E
PDEF und ACEG
werden durch
die Diagonale AE
in je zwei % P /D

gleichgrolRe
Flachenstiicke
zerlegt. A B
Entnimmt man dem Dreieck AEG die weild unterlegten
Flachenstlicke und ebenso dem Dreieck ACE, bleiben die grau
unterlegten Parallelogramme Gbrig. HPFG und BCDP sind also
flachengleich.

cC
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3.10 a) Drei

der vier . y ‘

kleineren — Y )
Sechsecke \ / : \\
werden <—*{\ 4/\ /" ;4

entlang ‘\ \ y

einer A
Diagonalen \\\ /

zerschnitten
(im Bild rechts). Das vierte bleibt ganz.

3.10 b) Hier die Zerlegung des dritten Sechsecks und die
Auslegung des grofRen Sechseck mit den entstandenen Teilen:

3.10 c) Die hellgrauen Dreiecke werden von den drei kleinen
Sechsecken abgeschnitten und als dunkelgraue eingefiigt:



3.11 Zu a) Erganze die
Dreiecke zu
Parallelogrammen. Dann ist
(1) y+a=180° und
a+90°+p3+90°=360°also

(2) a+B=180°. Wegen (1) und
(2) ist B=y. Parallelogramme
sind kongruent, wenn die in
zwei unterschiedlichen
Seitenlangen und der Grolle
eines Winkels
Ubereinstimmen. Die grauen
Dreiecke der Aufgabe sind Halften von kongruenten
Parallelogrammen und daher flachengleich.

Zu b) Jedes der grauen Dreiecke ist (nach Aufgabe a) flaichengleich
zum gleichen Dreieck (in der Mitte). Daher sind alle grauen Dreiecke
flachengleich.
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3.12 Es genuigt ein einziger Schnitt DM parallel zu CB durch M.
c

3.133) 4,7, 10, ...

A\
-~ \,
~ -
-~ -
e -~
~ o
SN e N\,
r N -~
~ ™ o
e \ -
o \N -~ N\
e N e AN
A A e
D EEE——— Y D EEEEE——
N TN - . \
- N, - N, - B ~
PN N D P
N N, / N N -
_,'-‘ N - “ - \ o ",
- N N e -
3.13b) 2,3, 4, ..
./\\
~ N
7 N,
- K\
/"/ ‘\
A AN
- ™
o A
- N
e
z/l
e "
L
A
\ AN
- ™, e ™
'
~ \ ~
ey A
- N, AN
N ~
N\ \ - N,
y N \ Y
™ N, A\
- \ \ e \\
\ - N .
- \, \ \
) N N A \




3.13 ¢) Zunachst kann man auch dieses Dreieck (wie jedes beliebige
Dreieck) in minimal 4 dhnliche Dreiecke teilen. Dann aber gibt es
auch eine Aufteilung in 5 dhnliche Dreiecke:

Aus a) Ubernehmen wir 4 und 7 und erganzen die 5. Jede natiirliche
Anzahl (oberhalb 3) dhnlicher Teildreiecke ist moglich mit Ausnahme
der Anzahl 6.

3.14 a) Es gilt nach dem 2.
Strahlensatz ;: 22 umgeformt

c+b

zu c®+c-b=y-(c+a). Dann ist
wegen c?=a-b: a-b+c-b=y-(c+a).
Nach Ausklammern von b und
Dividieren durch c+a ist b=y. Die X
grauen Dreiecke stimmen in
allen WinkelgréRen und der
Gegenseite des kleinsten
Winkels (iberein. Daher sind sie
kongruent.

3.14 b)

61



3.17 a) Die Schnitte gehen durch die Ecke C des Sechsecks sowie
durch zwei Seitenmitten M und N (Abbildung auf der nachsten Seite).

Ein regelmdliges Sechseck mit der Seitenldnge 1 hat den
Flacheninhalt F=32£. Die Flache A; berechnet sich am einfachsten als
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A;=2m20 - B A, st die Flidche
eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Kathetenldangen V3 und
1 sodass Ax=22. Aus
Symmetriegriinden ist dann
A3=§ und A4_3‘/§ B_B = ‘/_§

2 2 2 2

b) Die Schnitte gehen durch
die Seitenmitte M sowie
durch die Eckpunkte des
Sechsecks C und B (siehe
Abbildung). Die Flachen
berechnen sich wie unter a).

C B
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/ . N
/ SN A \
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\ Ay / N\
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3.18 Senk-

3.19 Die Lange der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks mit der
Seitenlange a und dem Winkel der GroRe 120° gegenliber der
Basis ist aV/3. Dann ist die Fliche des Quadrats iiber der Basis 3a

3.20 a) Flache der Trapeze vermindert um die Flache des Dreiecks

64

rechte
Seiten
des
Recht-
ecks
durch
zwei
Seiten-

mitten.

bzw. a-3a.

>

(linkes Bild): (2+4)+(4+2)+(2+8) — 6 =16.

\

2

b)(rechtes Bild). Flachen

6 T

kontrolle 4-16=8-8.



3.21 Der Radius des aus 8
gleichen Teilen
zusammengesetzten Kreises ist
Diagonale im Einheitsquadrat mit
der Linge V2. Ein einzelnes Teil
hat dann den Flacheninhalt Z+v2.

3.22 Teile mit gleicher Ziffer
sind kongruent.
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4. Beweisen und Rechnen mit Kreisen
4.1 Gleichlange Sehnen

Gegeben sind ein groBer und ein kleiner Kreis, die sich nicht berihren
oder Gberschneiden. Vom Mittelpunkt des grofRen Kreises werden die
Tangenten an den kleinen Kreis gelegt. Sie schneiden den grofRen
Kreis in A und B. Vom

Mittelpunkt des kleinen

Kreises werden die

Tangenten an den groRen -

Kreis gelegt. Sie schneiden

den kleinen Kreis in C und <m

D.

Beweisen Sie: Die Sehnen
4B und ©D sind gleichlang.

4.2 Art des Vierecks?

Zwei Kreise K1 und K; berihren sich in B. Eine Gerade g durch B
schneidet K; aulBer in B auch in P und K; auRer in B auch in R.
Eine andere Gerade g; durch B schneidet K; in Q und K; in S.
Welcher Art Viereck ist PQRS?

4.3 Inkreis und Umkreis von Vierecken

a) Ein Drachen der einen Umkreis hat, soll ,,Sehnendrachen”
heiBen. Welche Gemeinsamkeit haben alle Sehnendrachen?

b) Ein Trapez, das einen Inkreis hat soll ,Tangententrapez” heiRen.
Welche Gemeinsamkeit haben alle Tangententrapeze?

C) Gibt es einen Drachen und ein Trapez mit gemeinsamem Um-
und Inkreis?
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4.4 Kreise mit gleichen Radien

Ein Kreis K; wird von seinem
Durchmesser in zwei Halbkreise
geteilt. In den einen Halbkreis wird
ein gleichschenklig-rechtwinkliges
Dreieck mit dem Durchmesser von
K1 als Basis samt Inkreis K, des
Dreiecks gezeichnet. In den anderen
Halbkreis werden zwei gleichgroRe
Kreise K3 und K4 gezeichnet, die sich
untereinander und zusatzlich den
Durchmesser und den Halbkreisbogen von K; bertihren (siehe
Abbildung). Zeigen Sie, dass K; und K3 den gleichen Radius haben.

4.5 Verlorener Mittelpunkt eines Kreises

Wie kann man nur mit Hilfe einer Postkarte und einem Stift den
Mittelpunkt eines Bierdeckels finden?

4.6 Gestapelte
Rohre

{ Kommentiert [Schroeder1]:

\Ein Stapel von

Rohren wurde schon
in der untersten
ebenen Lage nicht
ordentlich
begonnen.
Begriinden Sie, dass
das oberste Rohr
genau mittig zwischen dem rechten und dem linken untersten Rohr
liegt.

67



4.7 Kreisteilung

’ A7, Ag, Az und A, sind Achtel-
kreise zum Radius r1. A; und Ag
sind Halbkreise zum Radius r, =
: %rl. Zeigen Sie A1=A2=...=A7=A8.

4.8 Lote auf einen Durchmesser des Umkreises

Auf einen beliebigen Durchmesser des Umkreises eines gleichseitigen
Dreiecks werden die Lote von den Eckpunkten des gleichseitigen
Dreiecks gefallt. Zeigen Sie: Die beiden kiirzeren Lote sind zusammen
so lang, wie das langere Lot.

4.9 Finf Kreise

Gegeben sind 5 gleichgroRe Kreise
im Koordinatensystem. Alle
berthren die x-Achse, zwei haben
ihren Mittelpunkt auf der y-Achse
(siehe Abbildung). Welche
Steigung hat eine Gerade die die
Gesamtflache der 5 Kreise
halbiert?
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4.10 Halbierung eines gleichseitigen Dreiecks

Die Flache des gleichseitigen Dreiecks KLM wird einerseits vom Bogen
¢d (auf Kreis um M) und andererseits von der zu KL parallelen Strecke
4B halbiert. Was ist langer 45 oder ¢b?

M M

4.11 Kleine Kreise im grof3en

Einem Kreis K mit dem
Radius r werden zwei
kleinere K; mit dem
Radius 7
einbeschrieben, die
sich sowohl
untereinander als auch
K berihren. Dann
werden dem Objekt
aus drei Kreisen zwei
Kreise K; mit dem
Radius x
einbeschrieben, die
beide Kreise K; und
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4.12

4.13

auch K beriihren. Und schlieflich werden dem Objekt aus fiinf
Kreisen vier noch kleine K3 mit dem Radius z einbeschrieben, die
K, K1 und K; beriihren. Welchen Anteil des Kreises K bedecken
die vier Kreise Ks?

Inkreis, Ankreis, Umkreis

a) Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreiecke mit seinen
sogenannten Ankreisen.

b) Begriinden Sie, dass die Radien von Inkreis, Umkreis und
Ankreis eines gleichseitigen Dreiecks das Langenverhaltnis
1:2:3 haben.

Angebissener Apfel

Der Rand nebenstehender Figur
besteht aus vier Viertelkreisen mit dem
gleichen Radius r. Welchen
Flacheninhalt hat die Figur in
Abhangigkeit von r?

4.14 Flachenverhaltnis
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Einem Quadrat wird ein groBtmaoglicher
Kreis einbeschrieben und dem Kreis

wieder ein grotmogliches Quadrat
(siehe Abbildung). In welchem
Flachenverhaltnis stehen die hellgrau
unterlegten zu den dunkelgrau
unterlegten Flachen?




4.15 Flachenteilung \

Auf dem Durchmesser AB

eines Kreises K liegt ein Punkt

P. Die Halbkreise tiber AP und

Uber BP liegen auf

verschiedenen Seiten des

Durchmessers. Die S-Linie der

beiden Halbkreise

zerschneidet den Kreis K in P
zwei Teilflaichen. Welches

Flachenverhaltnis haben die B
beiden Teile, wenn

a) P die Strecke AB im Verhaltnis 1:4 teilt?
b) P die Strecke AB im Verhaltnis 1:m teilt?

4.16 Ein Irrtum Malfattis

Gianfrancesco Malfatti beantwortete 1803 die Frage, wie man
aus einem Dreieck drei Kreise mit moglichst groRer
Gesamtflache schneiden kdnne mit der Behauptung, dass jeder
Kreis die beiden anderen sowie zwei Dreiecksseiten berihren
musse.

Das war ein Irrtum, wie sich durch Losung der folgenden
Aufgaben an einem gleichseitigen Dreieck zeigen lasst:

a) Wahlen Sie drei Kreise mit gleichem Radius.

b) Wahlen Sie den Inkreis und zwei weitere Kreise, von denen
jeder nur den Inkreis und zwei Dreiecksseiten beriihrt.

4.17 Zwei Kreise

Zwei Kreise K1 und K, mit unterschiedlichen Radien r; bzw. r;
schneiden sich in P und C. Eine Gerade durch P schneidet
auBBerdem den Kreis K1 in A; und den Kreis K; in B;. Welche
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gemeinsame Eigenschaft haben alle Dreiecke AiBiC?
Unterscheiden Sie zwei Falle:

a) Bi liegt auf dem kiirzeren der Bogen ¢P bzw. Pt des Kreises Kj.

b) Sowohl B; als auch Aj liegen jeweils auf dem langeren Bogen
ihres Kreises.

4.18 Drei Kreise im Dreieck

Das Langenverhaltnis der Seiten eines Dreiecks ist 9:10:7.
Konstruieren Sie drei Kreise mit gleichen Radien, die einen
gemeinsamen Punkt haben und jeweils zwei Seiten des Dreiecks
beruhren.

4.19 Kreise im Quadrat

In je einem Quadrat mit der Seitenlange 1 Langeneinheit werden n
Kreise mit jeweils gleichem Radius so angeordnet, dass sie eine
moglichst groRe Flache des Einheitsquadrates bedecken (siehe
Abbildung).

N
N/

-
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Welcher prozentuale Anteil (auf 3 Stellen hinter dem Komma genau)
der Quadratflache wird jeweils flirn=1, 2, 3,4, 5 von den
Kreisflaichen bedeckt?

Hinweis zu den 3 Kreisen: Zeichnen Sie ein gleichseitiges Dreieck mit
den 3 Kreismittelpunkten als Eckpunkte. Welchen kleinsten Winkel
bildet eine Dreiecksseite mit einer Quadratseite?

4.20 Kreis durch Seitenmitten

a) Zeigen Sie: Die Seitenmitten eines beliebigen Vierecks sind die
Eckpunkte eines Parallelogrammes.

b) Zeigen Sie: Die Seitenmitten eines Vierecks, dessen Diagonalen
senkrecht zueinander sind, liegen auf einem Kreis.

4.21 Ein besonderer Punkt im Dreieck

Auguste Miquel (um 1816 — 1851) hat 1838 folgenden Satz
veroffentlicht: Ist A’ irgendein Punkt auf der Seite BC eines Dreiecks,
entsprechend B’ auf AC und C' auf AB, so schneiden sich die Kreise
durch A, B' und C, durch A’, B und C' sowie durch A, B’ und Cin
genau einem Punkt.

Beweisen Sie diesen Satz mit Hilfe des Satzes: Ein Viereck ist genau
dann Sehnenviereck, wenn die GroBen gegentliberliegender Winkel
die Summe 180° haben.
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4.22 Raute im Sehnenviereck

Das Bild zeigt ein Sehnenviereck mit den Winkelhalbierenden seiner
verlangerten Seiten.

a) Zeigen Sie: Die Dreiecke EAD und BAF sind dhnlich.

b) Zeigen Sie: Das Dreieck EFC ist gleichschenklig.
c) Begriinden Sie: Das Dreieck GAH ist gleichschenklig.
d) Begriinden Sie: HEGF ist eine Raute.
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Losungen

4.1 Sei a der Abstand der Mittelpunkte, r1 der Radius des kleinen
Kreises und r, der Radius des grof3en Kreises. x und y seien jeweils die
halben Sehnen. Dann gelten wegen der Ahnlichkeit entsprechender
Dreiecke ri =Zund %:% und daher x=y=

112
P

4.2 Legen Sie PR zunachst durch

die Mittelpunkte der beiden Q

Kreise, Dann stimmen die <

Dreiecke PBQ und PSR in allen /_\
WinkelgréRen liberein und sind P R
folglich ahnlich. Die gleiche \M
Argumentation begriindet auch, o

dass PQ’'B und BRS’ dhnlich sind.

Damit sind die Vierecke PQ’BQ und BSRS’ ahnlich. Sie sind Bild und
Urbild einer zentrischen Streckung mit den Zentrum B. Dann sind QQ'
und S‘S parallel und QQ’SS’ ist ein Trapez. Nach Umbenennung von S°
in Rund von Q' in P folgt QPSR ist ein Trapez.

4.3 a) Drachen mit zwei gegeniiberliegenden rechten Winkeln sind
Sehnendrachen.

b) Symmetrische Trapeze mit dem Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden auf der Symmetrieachse sind Tangententrapeze.
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c¢) Konstruieren Sie ein Trapez mit
dem Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden auf der
Symmetrieachse einschlieflich
Um- und Inkreis. Der Umkreis
schneidet die Symmetrieachse in
R und S. Die Tangenten von R und
S an den Inkreis bilden einen
Drachen.

4.4

Wir ergdnzen c
die in der
Aufgabe
gegebene
Skizze um
gemeinsame
Tangenten DF
bzw. FH an den
kleinen und den
grofien Kreis.
Dann sind die
gleichschenklig
rechtwinkligen
Dreiecke AMC,
DEM, EFM, F

FGM und MBC kongruent, denn sie stimmen alle in ihren
Kathetenlangen lberein. Dann sind auch die daraus
zusammengesetzten Dreiecke ABC, CFM und MFH kongruent.
Kongruente Dreiecke haben gleichgrol3e Inkreise.
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4.5 Legen Sie die Postkarte
mit einer Ecke auf den Rand e
des Bierdeckels. Markieren Sie A
auf dem Bierdeckel die Punkte
A und B, an denen der Rand
des Bierdeckels auf den Rand |
der Postkarte trifft. Dann ist
AB der Durchmesser des

Bierdeckels (Thaleskreis). B
Konstruieren Sie auf die

gleiche Weise einen zweiten

Durchmesser. Die Durchmesser schneiden sich im Mittelpunkt des
Bierdeckels.

4.6 Strecken
gleicher
Strichstarke haben
gleichlange
Projektionen auf
eine gemeinsame
Waagerechte. Die
Summe der
Projektionen der
drei verschieden
dargestellten
Strecken auf eine Waagerechte ist rechts und links gleich.

4.7 Sei r der Radius des groRen Kreises, dann ist A;="- . (g)z, Ay=L.
(%), As="". Demnach ist A;=A,=A;. Fiir den Vergleich anderer
Flachensticke folgt Entsprechendes.
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4.8

4.9

4.10

78

Der Umkreis habe den T
Radius 1. Die Radien /\ ~
zu den Eckpunkten des /N T N
gleichseitigen Dreiecks | sm{r.j'] .
bilden mit einem ~L \ \
beliebigen Durch- | E * \
messer die Winkel o, ¥
B und y. Die Lote von )
den Eckpunkten des [/
gleichseitigen Dreiecks N ,.f
auf den Durchmesser I/
haben dann die '
Langen sin(a), sin(P)
und sin(y). Nun gilt: a+B=120° oder f=120°-a.. AuRerdem gilt
+06=180° und y+6=120°. Dann ist y=R—60°. Hier [ eingesetzt
ergibt: y= 60°—a.. Dann ist sin(a) + sin(y) = sin(). Um dies zu
zeigen bendtigt man das Additionstheorem fiir sin(x—y) und die

Gleichungen sin(120°)=sin(60°)=% sowie cos(120°)= - und
cos(60°)=;.

Der gemeinsame Radius aller A
Kreise sei r. Die Flache der

Kreise K; bis K4 wird von jeder \ K, Ko )
Geraden g halbiert, die }__L _
durch P(r|0) geht. Da g auch K :_‘._‘_':._...J-}"f{_: Ve '

Ks halbieren muss, mussgn [ "7 kK. | K

durch den Mittelpunkt von Ks I\ /
Q(-2r|-r) gehen. Die Gerade T
PQ hat den Differenzenquotienten

o+r 1

r+2r  3°

Das gleichseitige Dreieck KLM habe die Seitenldnge 2 und
folglich die Hohe V3 (Pythagoras). Seine Fliche wird halbiert
durch Stauchung mit dem Faktor Jii Dann gilt |4B| = 2

Zzﬁ =+3. Welchen Radius r muss ein Sechstelkreis haben, damit

A
. . . 2 .
seine Flache “2—§ ist? Ansatz = = g nach r aufgelost » = /%ﬁ Dann

z fva=13.

=~ 1,4. Fy y =

ist der Bogen ¢D =



4.11 In der Skizze sieht man ein
rechtwinkliges Dreieck, in dem gilt:
(g+x)2 =0 -x)?+ (g)2 Nach einiger
Umformung erhalt man daraus (1)
r = 3x. AuRerdem sieht man, dass
der kleinste Abstand der
Mittelpunkte von Ky und K3 Z+z=
r—xist. Zusammen mit (1) erhalt
man daraus r=6z. Nun ist 4nz2 = 4r -

2 2 .
(5) == also ; der Flache von K.

4.12a) Spiegeln Sie das TN N

gleichseitige Dreieck an jeder \\.:_ /
Seite. Dann erhalten Sie als :i "}
Bildpunkte, die nicht auf den 7 VAN

Spiegelachsen liegen, die
Ankreismittelpunkte.

b) In einem gleichseitigen Dreieck /|
sind Mittelsenkrechte, /N )
Winkelhalbierende und VAN
Seitenhalbierende identisch. '4
Daher ist der Mittelpunkt der M
des Umkreises auch der
Mittelpunkt des Inkreises und auch
der Schnittpunkt der

Seitenhalbierenden. Letztere M
werden durch ihren Schnittpunkt
M im Verhaltnis 2:1 geteilt. r, = [cM|
A N B

ist der Radius des Umkreises. N sei
die Seitenmitte von 4B. Dann ist
|MN| der Radius r; des Inkreises.
Folglich gilt r1 : r; = 1:2. P sei der FuBpunkt des Lotes von einem
Mittelpunkt eines Ankreises auf die beriihrende Dreiecksseite. Dann
|FP| =n, + 1, =, und folglich rq:ro:irs= 1:2:3.
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4.13 Schneidet man die Rundungen oben und
unten ab und flgt sie rechts und links wieder
an, entsteht ein Quadrat mit der
Diagonalenlange 2r. Wenn a die Seitenlange
dieses Quadrats ist, dann gilt nach Pythagoras
a’+a%=(2r)? oder a?=2r2.

4.14 legt man die Ldngeneinheit so
fest, dass der Radius des Kreises 1
ist, dann hat das groRe Quadrat
die Seitenlange 2 (Durchmesser
des Kreises) und den
Flacheninhalt 4. Der Flacheninhalt
der dunkelgrauen Flache ist also
a:1=4 — . Wenn a die Seitenlange
des inneren Quadrats ist, dann ist

}

nach Pythagoras a?=2. Der

\

Flacheninhalt der hellgrauen

2

A

Flache ist dann A,=m — 2. Das
gesuchte Flachenverhiltnis

ist demnach % =27 ¢,752.
A,  m-2 5

4.15 a) Wenn das Verhaltnis der
Durchmesser des kleinen und

4

\

S

des mittleren Halbkreises 1:4
ist, dann ist auch das
Verhaltnis der Radien 1:4.
Wahlt man als Langeneinheit

Radius Flache
kleiner Halbkreis 1 A=

mittlerer Halbkreis 4 4, =1
80
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groRer Halbkreis 5 4, = 257”

den Radius des kleinen Halbkreises, so konnen Radien und
Flichen in folgender Ubersicht dargestellt werden:

Die hellgraue Flache setzt sich zusammen als Ag—A1+A2=257”—
>+ =20m. Die dunkelgraue Flache setzt sich zusammen als As-
A2+A1=257”—167”+§ = 5z. Das gesuchte Flachenverhdltnis ist dann
5m

2T _lo14.
20m 4

Da das Langenverhaltnis
von der Wahl der
Langeneinheit unabhangig
ist, wahlen wir als kleinsten
Radius wieder 1. Wenn das

m+1

Verhaltnis der Durchmesser
des kleinen und des

mittleren Halbkreises 1:m :
ist, dann ist auch das g = 7
Verhiltnis der Radien 1:m.
Die Radien und Flachen

kénnen dann in folgender Ubersicht dargestellt werden:

Radius Flache
kleiner Halbkreis 1 4 =g
mittlerer Halbkreis m A = gmz
groRer Halbkreis m+l | 4, =g(m+1)2

Die hellgraue Flache setzt sich zusammen als As- Aj+A;
=2(m+1)? =2 +Zm? = (m2 + m)m. Die dunkelgraue Flache setzt sich
zusammen als  As- A2+A1=§ (m+ 1)2 —%mz +§= (m+ n. Das

gesuchte Flachenverhiltnis ist dann &0 L _ 1.4y,

n(a?+a)  m
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4.16 a) Man mache sich zunachst

82

klar, dass die Hohe im
gleichseitigen Dreieck mit der
Seitenldnge a die Lange 2v3 hat.
Die Seitenlage des abgebildeten
gleichseitigen Dreiecks sei 2,
dann ist seine Hhe V3. Wenn
jetzt r der Radius der drei
gleichgrofRen einbeschriebenen
Kreise ist, dann gilt 2=2r\3+2r

und dann r = vﬁ Dann ist der Flacheninhalt aller drei
. . . - 1\2
einbeschriebenen Kreise 3mr2 = 3n (m) ~ 1,26.

b) Der Radius des Inkreises eines gleichseitigen Dreiecks mit der
Seitenldnge 2 ist ein Drittel seiner Hohe V3, also “; Tangenten
an den Inkreis trennen kleine gleichseitige Dreiecke ABC wie
dargestellt ab, in denen jeweils

ein kleiner Kreis Inkreis ist. Die

Flache des Dreiecks ABC ist ; der

groRen Dreiecksflache und daher

ist auch die Flache des kleinen

Inkreises : der Flache des groRen ¢

Inkreises. Ein groBer und zwei

kleine Inkreise haben zusammen

die Flache n(§)2+§n(§)2 =I(1+ A B

%) ~1,28.



4.17 a) Wir zeichnen zwei

derartige Dreiecke

(gestrichelt und fett). Die

Dreiecke stimmen sowohl

in den Winkeln o und

B (Winkel Gber dem

gleichen Bogen von Kj) als ,
auch in den /
gegenlberliegenden ‘
Nebenwinkeln y und & ,
(Winkel Gber m gleichen )/
Bogen von Ky) liberein. Mit o/
einem Nebenwinkel ist 7ﬁ/1 ‘9
auch sein anliegendes

Komplement festgelegt. Daher stimmen die Dreiecke in zwei
Winkeln tberein und sind dhnlich.

b)Hier ist der Nachweis dhnlich und einfacher, weil nicht mit
Nebenwinkeln argumentiert werden muss.

4.18 Konstruieren Sie ein
beliebiges Dreieckmit dem
gegebenen Seitenverhaltnis
sowie dessen Umkreis mit
dem Radius r. Schlagen Sie
um jeden Eckpunkt des
Dreiecks einen Kreis mit dem
Radius r. Konstruieren Sie zu
jeder Dreiecksseite eine
Parallele im Abstand r, die
zwei Kreise berihrt, aber
keinen weiteren der Kreise
schneidet. Diese Parallelen
schlieBen das gesuchte
Dreieck ein.
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4.19 Befolgen Sie den Hinweis fur den Fall der 3 Kreise. Dann lasst
sich die Quadratseite (1 LE) mit Hilfe des Radius ausdriicken und
umgekehrt der Radius als Anteil von 1. Dann ist mit A = knr? der
Anteil der k Kreisflachen an der Quadratflache 1 FE gegeben.

" NLEHC

\ / ' 21-"205‘45] ’ r 2rcos15°L
. . 1 T 1

N O

-

T Arcosd5® T

1Kreis;r=%a= (%)2 -7 ~ 0,78540 = 78,540%

2 Kreise: 2r+2rcosd5° =1und r= —X—. A = 2nr?

2+42c0545°"

A =0,53901 =53,901%

3 Kreise: 2r+2rcos15° =1 und r = —2 A = 3nr2

2+2co0s15°"

A = 0,60964 = 60,964%

4 Kreise:r==14=4- G)Z -7~ 0,78540 = 78,540%

5 Kreise: 2r+4rcos45°=1und r= —X—. A =5pxr2

2+4c0545°

A =0,67377=67,377%

4.20 a) Zeichnen Sie die Diagonalen des Vierecks, dann verlaufen die
Verbindungsstrecken der Mitten zweier benachbarter Seiten parallel
zu einer Diagonale (Umkehrung eines Strahlensatzes). Immer zwei

Seiten des Seitenmittenvierecks sind parallel zur gleichen Diagonale.
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b)Wenn die Diagonalen senkrecht aufeinander stehen, tun dies
auch jeweils zwei dazu parallele Seiten des Seitenmittenvierecks.
Ein Parallelogramm mit je zwei zueinander senkrechten Seiten ist
ein Rechteck und jedes Rechteck hat einem Umkreis.

4.21 Zeichnen Sie das Dreieck ABC mit den Punkten A, B‘und C auf
den Seiten. Konstruieren Sie dann den Kreis K; durch A’, Bund C’
sowie den Kreis K, durch B, A“ und C. Die Kreise schneiden sich auRer
in A“in P. Zeichnen Sie die Strecken PA’. PB* und PC’. Dabei entstehen
die Winkel o, B, 7, 0, €
und @. y erganzt sich
sowohl mit (3 als auch
mit ¢ zu 180°.Daher ist
B=0. Aus
entsprechenden
Griinden sind e=a..Aus
B+0=180° folgt, dass
auch ¢ und ¢ sich zu 180°
erganzen und somit
AC’'PB’ ein Sehnenviereck
ist. Damit liegen auch die
Punkte A, C’ und B auf
einem Kreis.
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4.22 a) In der Abbildung haben gleichgrofRe Winkel abgesehen von
der FuRnote gleiche Bezeichnungen.

C

a1=a; (Winkelhalbierende), e1=¢, (Scheitelwinkel), 51=0, (ergdnzen 3
zu 180°. Daher stimmen die Dreiecke EAD und BAF in zwei Winkeln
Uberein und sind dhnlich.

b)e,=¢e;3 (entsprechende Winkel in dhnlichen Dreiecken). Dreiecke mit
gleichen Basiswinkeln sind gleichschenklig.

c) Fir das Dreieck HGA gilt das Gleiche, wie fiir das Dreieck EFC da
die Problemstellung bis auf Drehung und Verzerrung identisch
ist.

d) In gleichschenkligen Dreiecken sind Halbierende des
Gegenwinkels der Basis gleichzeitig Mittelsenkrechte der Basis.
Daher halbieren sich EF und HG mit ihrem Schnittpunkt und
stehen senkrecht aufeinander. Vierecke mit zueinander
senkrechten, sich halbierenden Diagonalen sind Rauten.
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5. Besondere Aufgaben

Das Besondere an diesen Aufgaben ist entweder, dass ein
verbliffender Sachverhalt der jeweiligen Aufgabe zugrunde liegt oder
dass die Losung erst nach einem Gedankenblitz gelingt. In wenigen
Fallen ist beides der Fall.

5.1 Dreieckszahlen und Kubikzahlen

Die nachfolgende Skizze liefert Anlass zu der Begriindung der Formel
13+23+33+... +n3 = (142+3+...+n)? Flhren Sie die Begriindung aus.
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5.2 Innerer Punkt eines gleichseitigen Dreiecks

Die Abstdnde a, b und c eines
inneren Punktes von den drei
Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks seien gegeben.
Konstruieren Sie das gleichseitige
Dreieck.

Anleitung: Konstruieren Sie ein
Hilfsdreieck mit den drei
gegebenen Abstdnden als
Seitenlangen und fiihren Sie eine
geeignete Drehung durch.

5.3 Drittelung einer Strecke

Gegeben ist das Parallelogramm ABCD. M sei der Mittelpunkt von B¢
und N sei der Mittelpunkt von Tb. Zeigen Sie: 2 und 4N dritteln die
Diagonale BD des Parallelogramms. Anleitung: Zerlegen Sie das
Parallelogramm mittels der Diagonale ac in zwei Dreiecke.

5.4 Punkte mit besonderer Eigenschaft

Die Punkte (0]0), (0]1), (1|1) und (1]0) sind Eckpunkte eines
Einheitsquadrates im Koordinatensystem. Jeder von lhnen hat die
Eigenschaft, dass die Summe seiner Koordinaten gleich der Summe
der Quadrate seiner Koordinaten ist, also x+y=x>+y? gilt. Gibt es
weitere Punkte mit dieser Eigenschaft und kann ggf. man einen
geometrischen Ort dafiir angeben?

5.5 Geometrische Reihe

Gegeben sei ein Rechteck ABCD mit der Seitenldnge |4D| = 1. Das
Rechteck ist so gewahlt, dass darin das Einheitsquadrat AEGD und das
zu ABCD ahnliche Rechteck PFCG sowie ein Rechteck EBFP Platz
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finden. Dann liegt P auf der Diagonalen AC (Strahlensatz; siehe
Abbildung).
D

G c
1
1
1
Fo o — -
P . E
A E B

a) Das Rechteck PFCG ist das Bild von ABCD bei zentrischer Stre-
ckung (besser: Stauchung) mit dem Streckzentrum C und dem
Streckfaktor g<1. Driicken Sie die Seitenlangen und den Fla-
cheninhalt des Rechtecks EBFP mit Hilfe von g aus.

b) Die unter b) genannte zentrische Streckung soll auch |EG| und
|PF| abbilden (Bilder gestrichelt angedeutet). Welchen Flachen-
inhalt haben die Bilder von AEGD und EBFP?

c) Dricken Sie die Flache des Rechtecks ABCD durch g aus und
nennen Sie eine Formel flr die Summe ¢° + ¢* + g% + ¢3, .. mit un-
endlich vielen Summanden.

5.6 Das Fibonacci-Prinzip

Bilden Sie eine Zahlenfolge auf folgende Weise: Legen Sie die ersten
beiden Glieder der Folge beliebig fest. Ein nachstes Folgenglied ist
immer die Summe der beiden Vorganger. Beispiel: Die ersten beiden
Folgenglieder seien 2 und 5 (frei festgelegt).Dann ist das dritte
Folgenglied 7 (= 2 + 5) und es geht so weiter 2, 5, 7, 12, 19, 31, ...Das
7. Folgenglied ist 50. Zeigen Sie: Die Summe der ersten 10
Folgenglieder ist (unabhangig von den Startgliedern) das 11-fache des
siebten.
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5.7 Kongruente Dreiecke

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck
GHE. EHCB sei das Quadrat Uber EH.
FGED sei das Quadrat (iber GE und
JKHG sei das Quadrat Gber GH.
DEBA und KICH seien
Parallelogramme.

a) Zeigen Sie die Kongruenz der
Dreiecke AEB, GHE und HIC.

b) Zeigen Sie: AGI ist
gleichschenklig.

5.8 Langleys Aufgabe

Der britische Mathematiker E.M. Langley griindete
1884 , The Mathematical Gazette”. Darin wurde
(sinngemaR) folgende Aufgabe abgedruckt:

Im Dreieck ABC sind vier WinkelgrofRen gegeben
(siehe Abbildung) und b ist Hilfslinie mit der Lange
|AB].

a) Tragen Sie alle WinkelgréR3en, die sich aus den
gegebenen schlielen lassen, in die Skizze ein.

b) Wo liegen gleichschenklige Dreiecke?
Umgrenzen Sie diese (ggf. durch eine weitere
Hilfslinie).

c) Bestimme die GroRe des Winkels o.
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5.9 Konstruktionen ohne Lineal

1672 beschrieb der Dane Georg Mohr, wie man Grundkonstruktionen
mit dem Zirkel allein (also ohne Lineal) durchfiihren kann. Mohr
geriet aber in vollige Vergessenheit. Uber ein Jahrhundert spater
erfand 1797 Lorenzo Mascheroni diese Konstruktionen neu. Erst
1928 fand ein Student das Buch von Mohr auf einem Flohmarkt, und
daraufhin wurde Mohr als erster Erfinder der bis dahin nach
Mascheroni benannten Konstruktionen gewdirdigt. Hier zwei
Beispiele aus dem Buch von Mohr

a) Konstruktion eines Quadrats

Zeichnen Sie einen Kreis Ky um M mit beliebigem Radius r. Wahlen
Sie A auf Ky. Tragen Sie von A ausgehend und mit dem Radius r
nacheinander auf dem Kreis Ky die Punkte B, C und D ab. Schlagen
Sie den Kreis Kp um D mit dem Radius DB und den Kreis Ka; um A
mit dem gleichen Radius. Kp und Ka; schneiden sich in E. Schlagen
Sie den Kreis Ka um A mit dem Radius ME. Ka; und Ky schneiden
sich in Fund in G. Zeigen Sie: AFDG ist ein Quadrat.

b) Konstruktion des Mittelpunktes einer Strecke

Zum Verstandnis
der Konstruktion
sei nebenstehende
Skizze gegeben. Die
darin enthaltenen
Punkte werden ab
Cin alphabetischer
Reihenfolge
konstruiert. Die
Punkte Aund B
sowie die Strecke
dazwischen sind
gegeben. Zeigen
Sie: Der Kreis um F mit dem Radius FA schneidet AB in ihrem

Mittelpunkt.
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5.10 Satz von van Aubel

Der hollandische
Mathematiklehrer Henri
van Aubel veroffentlichte
1878 folgenden Satz:

Uber den Seiten eines
beliebigen Vierecks
werden Quadrate
konstruiert (die das Viereck
nicht Gberdecken). Dann
sind beide Strecken
zwischen den

Mittelpunkten
gegenlberliegender Quadrate gleich lang und zueinander

rechtwinklig (Abbildung rechts).

a) Beweisen Sie zundchst .
folgenden Hilfssatz: Uber zwei
Seiten des Parallelogramms
ABCD werden die Quadrate
DCEF und HADG errichtet. Dann

sind die Dreiecke HAB und BCE |
kongruent und die Seiten HB / /
sowie BE stehen senkrecht /
aufeinander. e/
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b) Beweisen Sie damit einen weiteren Hilfssatz:

Sei ABC ein beliebiges
Dreieck und P und Q die
Mittelpunkte der
Quadrate Uber den Seiten
AC bzw. ¢B: Dann gilt fir
den Mittelpunkt M; der
Seite AB: M0 und M,P sind
gleichlang und stehen
senkrecht aufeinander.

c) Beweisen Sie jetzt den
Satz von Aubel unter
Verwendung der
nebenstehenden Skizze

5.11 Harmonisches Mittel im
Trapez

Gegeben ist ein Trapez ‘ N
mit seinen Diagonalen.

Aus der Parallelen durch

den Diagonalenschnitt-
punkt zu den parallelen ‘ " :
Trapezseiten schneidet |

das Trapez eine Lange d = m + n heraus (siehe Abbildung). Zeigen Sie:
d = m + n ist das harmonische Mittel aus den Langen der parallelen
Seiten a und ¢, also d = 2%

a+c’
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5.12 Mittelpunkt einer Strecke ohne Zirkel

Der Mittelpunkt einer gegebenen Strecke AB ist nur mit Hilfe
eines Geodreiecks, aber ohne Zirkel zu konstruieren.

5.13 Bewegungsaufgabe und harmonisches Mittel

Das Trapez ABCD hat bei A und bei B je einen
rechten Innenwinkel (siehe Abbildung).

C

a) Essei[BC|=a und [4D| = b. Welchen
Abstand hat der Diagonalenschnittpunkt des
Trapezes ABCD von der Strecke AB?

b) Der Papst sendet einen Boten mit einer
Nachricht von Rom nach Venedig, der sich Tag
und Nacht in gleichmaRigem Tempo
fortbewegt und fiir die gesamte Strecke 9 Tage braucht. Der
Empfanger der Nachricht eilt dem papstlichen Boten Tag und
Nacht in gleichmalRigem Tempo entgegen und hatte fir die
ganze Strecke 7 Tage gebraucht. Wann begegnen sich die
beiden, wenn sie gleichzeitig starten.

A B
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5.14 Der Satz von Ceva

C Der italienische
Mathematiker
Giovanni Ceva (1647
bis 1734) bewies 1678
in seinem Werk ,,De
lineis rectis” den Satz:
Wenn auf den Seiten
eines Dreiecks ABC die
Punkte D, E und F
liegen, welche die

B Sejten in den

Verhdltnissen , < und/% teilen und die Strecken von je einem Eckpunkt

b

des Dreiecks zum gegeniiberliegenden Teilungspunkt durch einen
gemeinsamen Punkt gehen, dann ist das Produkt der
Teilungsverhdltnisse gleich 1 (£-2-2=1).

e a

Zum Beweis braucht man den folgenden Hilfssatz:

Im Dreieck ABC teilt D C

die Strecke 4B im

Verhdltnis 2. E sei ein

Punkt auf cb. Dann

wird die Fldche des

Dreiecks ABE von ED im

Verhdltnis 3 geteilt.

Auch die Fldchen der

Dreiecke AEC und EBC . B
stehen in diesem A
Fléichenverhdltnis.

a) Beweisen Sie diesen Hilfssatz.

95



b) Begriinden Sie
mit Hilfe der
Skizze rechts und
dem Hilfssatz den
Satz von Ceva.

5.15 Satze liber Winkel

Gegeben ist ein
Dreieck ABC sowie
sein Um- und Inkreis
mit den
Mittelpunkten M
bzw. N. Die Gerade
CM schneidet den
Umkreis in D. Der
FuBpunkt der Hohe
durch C auf AB sei
H.

a) Beweisen Sie:
Die Dreiecke
AHC und DBC
sind dhnlich.

b) Beweisen Sie: Die Winkelhalbierende durch C im Dreieck ABC
halbiert auch den Winkel HCM (das ist der Winkel zwischen HC
und CM.
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Losungen

5.1 Fir n=1 und n=2 kann man nachrechnen:
13=12, 13+23=(1+2)2. Fir n=3 verwendet man denn
einen Ausschnitt der gegebenen Skizze (rechts).
Hier sind zu (1+2)% =13+23 insgesamt 3-32
hinzugeftigt und so die Flache der GroRe (1+2+3)2

entstanden. Also gilt:
13+23+33=(1+2+3)%. Fur n=4 fugt man
an diese Skizze rechts und oben einen
Streifen der Breite 4 an (siehe
Abbildung rechts):

Auf diese Weise ist eine Flache von
4-42 zu 13+23+33 hinzugekommen und
so die Flache der GroRe (1+2+3+4)?
entstanden. Also ist
4-42+3-32+2-2241-12=(1+2+3+4)?. Jetzt
fligen wir rechts und oben einen
Streifen der Breite 5 an

3
2
4
3
2
—2 =4

und erhalten die in der

Aufgabe gegebene
Skizze. Dabei ist eine

Flache von 5 mal 52

hinzugekommen. Wenn

man die Summe der

ersten n natdrlichen

Zahlen mit d(n)

bezeichnet, dann sieht

man hier, dass

n3=n-(2-d(n-1)+n) ist.

Nach Addition [d(n-1)]?

auf beiden Seiten folgt
[d(n-1)]*+ n*= [d(n-1)]

+n-(2-d(n-1)+n) und
[d(n-1)]%+ n3= [d(n-1) +n]>.
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5.2 Konstruieren Sie das Hilfsdreieck und tber einer Seite AC das
gleichseitige Dreieck ACD. Drehen Sie das Hilfsdreieck um 60° um den
Punkt D, sodass A auf C fallt (Abbildung unten rechts). Dann ist DBB’
(Abbildung unten links) das gesuchte gleichseitige Dreieck.

5.3 Der Diagonalenschnittpunkt sei S. Im Dreieck ACD sind AN
ebenso wie DS Seitenhalbierende. Ihr Schnittpunkt P teilt DS im
Verhaltnis 2:1. Bei Drehung von ACD um 180° fallt DS auf BS
und BS wird durch AM ebenfalls im Verhaltnis 2:1 geteilt.
Daraus folgt die Behauptung.
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5.4 Die Gleichung x+y=x*+y? kann umgeformt werden zu
(x-0,5)%+(y-0,5)2=0,5, also zur Gleichung eines Kreises um
M(0,5]0,5) mit dem Radius 0,542. Der geometrische Ort aller
Punkte mit der geforderten Eigenschaft ist der Umkreis des
gegebenen Einheitsquadrates.

5.5

D 3 T C

, T
q : —
j_ﬂ__,@-”_fﬂ_ ________

|

1 b o .
. F

--____)"'-r-)_rfl
.;"'f—ﬂ 1-q
J_-/_—/J_-ﬂ-
1 X

A E B

99

a) Es sei x = |EB| = |PF| = |6¢| Nach dem zweiten Strahlensatz gilt:
;—‘z "T“ und daher x = 1f—q Weil |FB| = 1 - q, hat das Rechteck EBFP
den Flacheninhalt g.

b) Bei zentrischer Stauchung mit dem Faktor q werden Flachen
mit dem Faktor g? gestaucht. Daher hat das Bild von AEGD den
Flacheninhalt g% und das Bild von EBFP den Flidcheninhalt g.

c) In Rechteck ABCD finden ein Quadrat der Flache 1=q°, ein
Rechteck der Flache q und eine rechteckige Restflache PFCG
Platz. In der Restflache finden ein Quadrat der Flache g2, ein
Rechteck der Flache g® und eine rechteckige Restflache zweiter
Ordnung Platz. In der Restflache zweiter Ordnung finden ein
Quadrat der Flache g%, ein Rechteck der Flache g° und eine
rechteckige Restflache dritter Ordnung Platz. Und so weiter. Im
Rechteck ABCD finden insgesamt Flachen der GroBen q°, g, q?,
g3, g% g, .... Platz. Andererseits ist FABCD=1+%=ﬁ. Also gilt ﬁ

a% a% 0% a3 94 g, ...
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5.6

Die ersten beiden Glieder seien a und b. Dann wird die Folge
durch diese Wertetabelle wiedergegeben:

1(2] 3 4 5 6 7 8 9
a |b|atb|a+2b|2a+3b|3a+5b | 5a+8b | 8a+13b | 13a+21b

Das 10.Glied ist 21a+34b. Die Summe der ersten 10
Glieder ist 55a+88b. Das 11-Fache des 7.Gliedes ist 55a+88b.

5.7

a) Die Dreiecke AEB und GHE stimmen in den Langen zweier
Seiten Uberein. Die Seiten |BE|
und |EH| grenzen an das gleiche
Quadrat und |4B| = |DE|
(Parallelogramm) sowie [GE| =
IDE| (Quadrat). B und o
erganzen sich zu 180°
(Vollwinkel - 2-90°). Auch 3 und
o erganzen sich zu 180°
(Parallelogramm). Daher ist
o1=02, und die Dreiecke sind
kongruent. Ein entsprechender
Beweis lasst sich zu Kongruenz
der Dreiecke GHE und HIC
fihren.

b) Die Vollwinkel um H und um E sind aus je 5 Winkeln
zusammengesetzt, wovon 4 paarweise gleichgrol? sind. Also gilt
das auch fiir den flinften. Die Dreiecke GEA und GIH stimmen in
zwei Winkeln und zwei Seiten tberein. Deshalb ist |4G| = |G7|, und
das Dreieck AGlI ist gleichschenklig.



Nr | GroRe | Begriindung
1 |20° Winkelsumme ABC
2 |20° ABC adhnlich zu ABD
3 |70° Winkelsumme ABE
4 |70° Scheitelwinkel
5
6
7

110° Nebenwinkel
50° Winkelsumme AEF
40° Winkelsumme ABG

a) Eine weitre Hilfslinie ist FD. Jetzt ist ABF
gleichschenklig (gleiche Basiswinkel) und
ADF gleichseitig (gleichschenklig mit
einem 60°-Winkel). Dann ist FDG
gleichschenklig (gleiche Basiswinkel). Es
gilt |4D| = [cD| (gleiche Basiswinkel im
Dreieck ADG), und es gilt |4D| = |FD|
(gleichseitiges Dreieck ADF).Dann ist das
Dreieck FDG gleichschenklig und daher
(1) d=a+40°.

b) AuBerdem ist 6+10°+30°+40°+0=180°
und folglich (2) 6+0=100°. Aus (1) und (2) folgt a.=30°.
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5.9 a) Wir wahlen
den Radius des
zuerst
gezeichneten
Kreises Ky als
Langeneinheit.
Dann werden die
Eckpunkte eines
regelmalligen
Sechsecks mit der
Seitenlange 1
durch Abtragen
des Radius auf
dem Kreis
konstruiert. Eine
Diagonale, die nicht durch den Mittelpunkt des Sechsecks mit der
Seitenlinge 1 geht, hat die Linge \3.Das heift [0B| = [4E| = v3. Im
Dreieck MAE ist |M4| = 1 und |4E| = v3. Nach Pythagoras ist dann |ME| =
v2 und folglich auch |F4| = [4G| = v2. Daher liegen die Punkte A,G, D und
F regelmaRig auf KM verteilt (Abstand benachbarter Punkte V2) und
bilden ein Quadrat.

b) Zum Beweis der Richtigkeit der
Konstruktion sind Hilfslinien
erforderlich, die (weil es ja nicht um
die Konstruktion geht) mit einem Lineal
gezogen werden dirfen (siehe
Abbildung). A, B und E liegen gemal
Konstruktion auf einer Geraden, und
die Dreiecke AMF und AEF sind ahnlich b
(gleichschenklig mit einem gemeinsamen Winkel). Sei |4F|=r der

Radius des Kreises um A, dann gilt 22! = 47l gder Z =~ und daher
1aF| ~ 1Al = T

2|AM| = |AB|.
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5.10 a) Die Dreiecke HAB und BCE sind
kongruent (Ubereinstimmung in zwei
Seitenlangen und dem schwarz
gekennzeichneten Winkel dazwischen).
Also ist |#B| = |BE|. In den kongruenten
Dreiecken HAB und BCE sind paarweise
jeweils zwei Seiten senkrecht zueinander,
namlich HA zu BC und AB zu EC. Dann
mussen auch die dritten Seiten senkrecht zueinander sein, ndmlich
HB_LBE.

b) Das Parallelogramm
ABCD aus a) wird
umbenannt in M1M;MsC
und die Seiten CM3 sowie
CM; werden auf das
Doppelte verlangert zu ¢
bzw. 4. Die Mittelpunkte
der Quadrate liber den
Dreiecksseiten ¢ bzw. ¢4
werden umbenannt in Q
bzw. P. Dann bleibt alles
aus dem Hilfssatz unter a)

glltig.

c) Ergénzen Sie das Dreieck ABC
zum Viereck ADBC. Die

Mittelpunkte der Quadrate liber Q B

den Seiten des Vierecks sind dann W N

P,Q, P'und Q". Die Dreiecke PQ'M1  ~ "wi, \___—a
und QP’M1 stimmen in zwei N\ AR
Seitenldngen (siehe oben) und dem p=

eingeschlossenen Winkel a+90°
uberein. Sie sind also kongruent. /
Die Seiten PQ‘ und QP* sind I P
gleichlang. Da in den kongruenten :
Dreiecken zwei Paare
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entsprechender Seiten senkrecht zueinander sind, muss fiir die dritte
Seite gelten PQ’ L QP’.

5.11 Sei H=h1+h2. Nach I C {
einem Strahlensatz gilt: I

4 =Zund=Z Folglich ist hy

_ 4 c_ H
m=n. Danach gilt - = .~ m n

oder (1) H—n =="
und 2= ” oder (2) n, = h

n hy

Hn

a

(2) in (1) eingesetzt ergibt | a I
H-="==2und nach
Division durch H: 1 -2 =2und nach weiteren Umformungen

schlieBlich ~ ==+, Die letzte Gleichung lésst sich zu n = == umformen

cta

und wegen 2n=d gilt ¢ = %<

c+a’

5.12 Zeichnen Sie eine Parallele s
CD zu AB sowie die Diagonalen

des Trapezes ABCD. Der
Diagonalenschnittpunkt sei E.

DA und CB schneiden sich in S.

Die Gerade SE halbiert die

Strecke 4B. Zur Begriindung

dient der Anfang der Losung zu
5.11.

5.13 a) Aus Aufgabe 5.11 entnehmen wir: Der gesuchte Abstand ist
das halbe harmonische Mittel aus
a und ¢, némlich ==, Venedig <

b) Stellen Sie die Gegebenheiten in /
einem Weg-Zeit-Diagramm dar. /
Die Entfernung Rom-Venedig sei a. o~/

Rom =~

Zeit (h)
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Dann ist die t-Koordinate des Schnittpunktes der Geraden mit den
Gleichungen y == und y = “(’_‘—;7) die Loésung. Leichter ist es aber, sich
auf ein Ergebnis aus 5.11 zu beziehen und das halbe harmonische
Mittel von 9 und 7 zu berechnen. In jedem Falle treffen sich die
beiden 1,5 Stunden vor Ablauf des vierten Tages nach Start.

5.14 a) Mit den C
Bezeichnungen
nebenstehender Skizze
gilt: Fupg =a-2 und Fyp =
b-%. Fiir Dreiecke gleicher
Hohe gibt das
Langenverhaltnis der
Grundseiten das

K
Flachenverhaltnis an.
H
Fape = a:3.
H h H-h
Fapc = Fapc —Fapp =a-5—a-5;=a-— und
H h

H-h 4. F
Fesc = Fpsc — Fppp = b5 —b-2=b-—. AlsO gllt.ﬁzg.

0 %:g.gzz-ézg(geméﬁ

a’ ;s R

Hilfssatz). 2-2.Z=2-2-2=1

5.15 a) Abbildung nachste Seite. Die hellgrauen Winkel sind
gleichgrof® (Umfangswinkel Giber dem gleichen Bogen CB). Die
dunkelgrauen Winkel sind rechte Winkel (Winkel im Thaleskreis bzw.
Winkel zwischen Hohe und Grundseite). Die Dreiecke AHC und DBC
stimmen in zwei WinkelgréRRen tberein und sind folglich ahnlich.
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b) Die schwarzen Winkel
sind gleichgrol
(entsprechende Winkel in
dhnlichen Dreiecken). Es
gilt 0+e=@+0 (CN ist
Winkelhalbierende). Nach
Subtraktion von ¢ auf
beiden Seiten gilt

e¢=@. D.h. CN halbiert auch
den Winkel HCM.
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