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Aufgabe 1 (4 Punkte): Betrachten Sie die Permutationen o, 7 € S5 gegeben durch

(1 23 45 4 ,_(1 2345

=\3 215 4) "M TT1 325 4)
Notieren Sie o7 ebenfalls in der obigen Schreibweise. Ermitteln Sie durch Zdhlen die Léngen von
o, 7 und o71. Uberpriifen Sie in diesem konkreten Beispiel nochmals die Giiltigkeit der Gleichung

sgn(or) = sgn(o)sgn(7).

Bemerkung: Beachten Sie, dass in diesem Fall £(o7) # £(0) + €(T) gilt. Die Tatsache, dass sgn ein Grup-
penhomomorphismus ist, ist daher keine unmittelbare Konsequenz der Eigenschaften der Ldnge.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Es sei (R, +,-) ein Ring. Mit 0 bezeichnen wir das Nullelement von R.
Ist R ein Ring mit Eins, so bezeichnen wir mit 1 sein Einselement. Ist r € R, so bezeichnen wir mit
—r das additive Inverse von r. Zeigen Sie:

(i) Firaller e Rgilt r-0=0-r=0.
(ii) Ist R ein Ring mit Eins, so gilt (—1) -7 = r - (=1) = —r fiir alle 7 € R. Insbesondere gilt

(-1) - (-1) = L.

(iii) Ist R ein Korper, so ist R ein Integrititsbereich.

Aufgabe 3 (4 Punkte): Es sei Z der Ring der ganzen Zahlen und m € Z. Die Aquivalenzrelation
~ auf Z sei definiert durchn ~ ¢ <= n—f¢emZ . Firne€Zsei[n]:={{ €Z|n~{}=n+mZ
die zugehorige Aquivalenzklasse. In Satz 1.16 der Vorlesung haben wir gesehen, dass die Menge der
Aquivalenzklassen Z/mZ = Z/~:= {[n] | n € Z} ein Ring ist mit Addition [ny] + [n2] := [n1 + n2]
und Multiplikation [n4] - [ng] := [n1ns].

(i) Es gelte m # 0. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes iiber die Division mit Rest, dass die Menge
S:={ne€Z|0<n < |m|} ein vollstindiges Reprisentantensystem von Z beziiglich ~ im
Sinne von Definition 0.18 (iv) der Vorlesung ist. Folgern Sie, dass |Z/mZ| = |m/| gilt. Wie lautet
im Fall m = 5 die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl n mit 0 < n < 5 und [99]%° = [n]?

(ii) Es gelte m > 2. Zeigen Sie, dass der Ring Z/mZ nicht nullteilerfrei ist, wenn m keine Primzahl
ist. Insbesondere ist Z/mZ in diesem Fall kein Korper. Ist Z/mZ ein Kérper, wenn m € {0,1}?

Aufgabe 4 (4 Punkte): Es sei (R, +, ) ein Ring mit Eins. Wie in der Vorlesung bezeichne R]t] :=
{(r:)ien € RN | r; = 0 fiir fast alle ¢ € N} die Menge aller R-wertigen Folgen, die nur endlich viele
von Null verschiedene Eintrége haben. Die Verkniipfungen + und - auf RJ[t] seien definiert durch

R[] x R[t] RIY]

+ = (((ri)ien, (si)ien) ——= (7 + 8 )ien)
= (((ri)ien, (5i)ien) > (ti)ien)
mit ¢; := Z;:o rjs;—; fir alle i € N. Zeigen Sie:
(i) (RJ[t],+,-) ist ein Ring mit Nullelement 0 = (0,0,0,0,...) und Einselement 1 = (1,0,0,0,...).

(ii) Die Abbildung ¢ = (r = (r,0,0,0,...)) : R — R[] ist ein injektiver Ringhomomorphismus.
Uber ¢ identifizieren wir R mit einem Unterring von R[], d.h. wir schreiben nur r anstelle von
(). Zeigen Sie 7 - (r;);en = (r74)ien fir alle r € R und (r;);en € RJt].

(iii) Das Element ¢ € R[t] sei definiert als ¢ := (0,1,0,0,0,...). Zeigen Sie, dass fiir i € N das
Element ' gegeben ist durch ¢ = (d;;) ey mit d;; = 1 und §;; = 0 fiir alle j # i. Folgern Sie,
dass fiir (r;)ien € R[t] stets (73)ien = Y ;cn ritt gilt.



