Lineare Hulle

Def. A sei eine nichtleere Teilmenge des Vektorraums (V,+,-). Die
lineare Hiille von A (Bezeichung: span(A)) ist die Menge aller
Linearkombinationen der Elemente aus A.

span(A {Z)\v, : sodass ke N, \; R und v,-EA}.
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Die lineare Hiulle ist ein Untervektorraum

Satz 6 A sei eine nichtleere Teilmenge des Vektorraums (V,+,-). Dann
gilt
(a) span(A) ist ein Untervektorraum.

(b) Enthilt ein Untervektorraum U alle Elemente von A, so ist
span(A) C U



Folgerung A sei eine nichtleere Teilmenge des Vektorraums (V,+,-).
Sei A die Menge aller Untervektorrdume, die A enthalten. Dann gilt: Die
lineare Hiille von A ist die Schnittmenge aller Elementen von A:

span(A) := ﬂ U

UeA

Beweis der Folgerung (Wir nehmen an, dass Satz 6 richtig ist). Z.z.: (i)
span(A) € (yea U und (ii) span(A) 2 Nyea U.

(i) folgt aus Satz 6(b): Da fiir jedes U € A gilt span(A) C U, ist
span(A) C (yea U (Die Schnittmenge (., U besteht aus Elementen,
die in allen Mengen U vorhanden sind, und alle Elemente von span(A)
liegen nach Satz 6(b) in allen U € A).

(ii) folgt aus Satz 6(a): span(A) ist ein Untervektorraum, der
offensichtlich alle Elementen aus A enthilt (weil man den Vektor a € A
als Linearkombination 1- a bekommen kann). Also span(A) € A. Dann ist
span(A) 2 (yea U (weil MNyca U aus Elementen besteht, die in allen
Mengen U € A vorhanden sind, und deswegen auch in span(A)). O



Beweis fiir Satz 6(b)

Z.z.: Jede Linearkombination der Elemente aus A liegt in jedem
Untervektorraum U € A.
Betrachte eine Linearkombination, z.B. (wobei \; € R und v; € A))

m
Z)\,‘V,’ =A\vi+ Xovo+A3vz+ ...+ Ay v

i=1

Wir haben: A\1v; € U (Abgeschlossenheit des Vektorunterraums bzgl.
w); A2va € U (Abgeschlossenheit bzgl. ,,-,,). Deswegen Ajvy + Avy € U
(Abgeschlossenheit bzgl. ,,+,). Analog, A\svz € U, A\1vi + Aavp € U wie
bewiesen; deswegen A1v; + Aovo 4+ Azvg € U usw.

Nach endlich viele solchen Uberlegungen liegt 27;1 Aiviin U



Beweis fiir Satz 6(a)

Z.z.:

{Zf:l Aivi | keN, \;eR und v;€ A } ein Untervektoraum ist
Wir miissen zeigen, dass die Menge abgeschlossen bzgl.

(i) »+" und (i) ,,-" ist.

(i): Seien u, v Linearkombinationen der Elemente aus A.

Also, fiir irgendwelche k e N, \; e R, v, € A (i =1, ..., k) gilt

V= Z,l'(:1 Aivi = A1vi + Aove + o+ v

sowie fiir irgendwelche m e Nund pu; € R, u; € A (i =1,...,m) gilt
u= Z:-il ity = pug + pots + ... + pimty, Dann ist die Summe

v+u=Avi+Xovo+ o+ M+ paun + ot + oo+ i,

eine Linearkombination der Elementen aus A. Also, liegt u + v in der
ersten Menge oben.

(ii): Analog. Ist v = Ef-;l Aivi=AMvi+ ...+ vk und A € R", soist
Av= )\()\1V1 + ...+ )\ka) = ()\ . )\1) Y O ()\ . )\k) Vi, ]
N—— ——
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Linear unabhangige Vektoren

Eine Linearkombination ZLI Ai vi heiBt trivial, falls alle \; gleich 0 sind.

Def. Essei (V,+,-) ein Vektorraum, A C V sei eine nichtleere
Teilmenge. Man sagt, dass A linear unabhangig ist, falls das Null-Element
0 des Vektorraums nur als triviale Linearkombination der verschiedenen
Elemente von A dargestellt werden kann.
Man sagt dass A linear abhingig ist, wenn A nicht linear unabhangig ist,
es also eine nichttriviale Linearkombination der verschiedenen Elemente
von A gibt, die gleich 0 ist.
Bsp. A= {6} ist linear abhangig, da 1- 0=0.
Bemerkung Das Wort , verschiedene" in der Definition ist wichtig, weil
man sonst 0 als —1 -v+ 1 -v bekommen kann.
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Bsp. A=
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ist linear unabhangig, da



Bsp: Die einelementige Menge {v} C V ist genau dann linaer
unabhingig, wenn v # 0.

Beweis. ,=": Ist {v} linear unabhingig, so ist jede nichttriviale
Linearkombination, z.B. 1v, nicht 0. Aber 1v = v. Also v # 0.
n=tlst v £ 6 so ist nach Lemma 5 jede nichttriviale
Linearkombination Av nicht 0. O



[y

([ ()

unabhangig, weil jede Linearkombination

() () () (3)

genau dann 0= ( 0 ) ist, wenn Ay = \p = A3 =0.

o
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linear abhangig, weil die Linearkombination

() (3) (8) oo

4
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Wie entscheidet man, ob eine explizit gegebene Teilmenge

von R” linear unabhangig ist?

Zum Beispiel knallhart ausrechnen:
Angenommen, n = 2 und die Menge A := {(l) , (3) }

2 4
Nach Definition ist A linear abhangig, falls es A\; und X, gibt, so dass
A1 # 0 oder A\; # 0, und so, dass die Linearkombination

A1 - (5) + Ao - (i) = (g) ist, also
() =) s
Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir A; und Aj:

{ 1ot =0 Man I6st es z.B. mit dem Gauss-Verfahren.
A1 +4-XA=0

Wenn es nur die triviale Lésung A1 = A, = 0 gibt (was in unserem Bsp
der Fall ist), ist die Menge A linear unabhingig. Wenn es nichttriviale
Loésungen (i;) # (g) gibt, ist die Menge linear abhangig und jede Losung

(;\;) liefert uns Koeffizienten der Linerakombination, die Null ergibt.

Bemerkung. Wir werden spater sehen, dass eine Menge aus m Vektoren
im R” mit n < m immer linear abhéngig ist.



Definition der Basis

Def. Essei (V,+,-) ein nichttrivialer Vektorraum. Die Menge A C V
heiBt eine Basis-Menge, falls sie

(a) Linear unabhingig ist und
(b) span(A) = V.

Spater werden wir auch iiber Basis-Tupel sprechen: ein Tupel (v, ..., v,)
von Vektoren aus V heiBt ein Basis-Tupel, wenn die Menge

A= {vi,..., v} eine Basis-Menge ist, und v; # v; fiir i # j.

Wir werden oft das Wort ,,Menge" bzw. , Tupel” vergessen, also nur von
Basen sprechen. Aus dem Kontext wird immer klar, ob wir von einem
Tupel sprechen, also die Vektoren ,, nummeriert" sind, oder fiir uns nur
die Menge von Vektoren wichtig ist.

Bemerkung. Die Extra-Bedienung dass die Vektoren im Tupel

verscheiden sind ist wichtig, sonst kdnnte das Tupel (v , v %, %)
~—

u uz
eine linear unabhangige Menge bilden, weil die entsprechende Menge A

nur einmal v enthalt. Die Linearkombination
1-ug —1-up+0-(%)+0-(x)+0-(x) ist aber Null.



Def. Essei (V,+,") ein nichttrivialer Vektorraum. Die Menge
A C V heiBt eine Basis-Menge, falls sie

(a) Linear unabhéangig ist und

(b) span(A) = V.

Warum haben wir den trivialen Vektorraum V := {0}
ausgeschlossen? Weil nach unserer Definition V keine Basis hat.
Tatsachlich, V hat zwei Teilmengen: {0} und @.

{0} ist keine Basis, da sie linear abhinging ist: 1-0 = 0.

@ ist auch keine Basis, da span(@) = &.

Nach Definition (aus kosmetischen Grunden, die spater klar
werden) setzten wir die Basis des trivialen Vektorraums gleich @.



Bsp. Ist die folgende Menge A eine Basis in V = R3?
(T (T e

0 0
Um zu Antworten, miissen wir die Eigenschaften (a), (b)
nachpriifen.

Eigenschaft (a) ist erfiillt: Jede Linearkombination der Elemente
aus A ist gleich

(o) ~(3)-(%)
At O +x | 1 =] X
0 0 0
. . = 0 . . . . . .
und ist ungleich 0 = { o |, falls die Linearkombination nichttrivial

0
ist, d.h. falls nicht alle \; gleich 0 sind.
Eigenschaft (b) ist nicht erfiillt: nicht alle Vektoren von R3 kann

man als lineare Hiille darstellen.
Dy 0 . . .
Tatsachlich ist der Vektor ( 0 ) keine Linearkombination der
1

Vektoren aus A.

Antwort: Nein, A ist keine Basis.



Bsp. Ist die folgende Menge A eine Basis in V = R3?

T

Um zu Antworten, miissen wir die Eigenschaften (a), (b) nachpriifen.
Eigenschaft (a) ist erfiillt: Jede Linearkombination der Elemente aus A ist
gleich

(3) ()= (8)-(})

x| o0 +a | 1 + a3 0 = x

0 0 1 A3

und ist ungleich 0= g , falls die Linearkombination nichttrivial ist,
0

d.h. falls nicht nicht alle A; gleich 0 sind.

Eigenschaft (b) ist auch erfiillt: Jedes Element von V hat die Form

( y ) ., wobei x,y,z € R, und ist deswegen eine Linearkombination von

z

Elementen aus A:
0

(o) o) 8)- (1)

Antwort: Ja, A ist eine Basis.



Standard-Basis im R”"

Bsp. vorher kann man auf beliebige R” verallgemeinern: Die
Vektorlen

0 0

0 1 0

e == . , e = . yeeey €p = .
0 0 1

sogenannte Standard-Basis) im R".

bilden eine Basis (die




Bsp. Ist die folgende Menge A eine Basis in V = R3?

MURGEBROIES

Um zu Antworten, miissen wir die Eigenschaften (a), (b) nachpriifen.
Eigenschaft (b) ist erfiillt: jedes Element von V hat die Form

(1)

wobei x, y,z € R, und ist deswegen eine Linearkombination von
Elementen aus A.

() =) (8) 0= (2)

Eigenschaft (a) ist nicht erfiillt (Bsp. vorher)

() () (1)o(3)-(8)



Wie kann man entscheiden, ob eine explizit gegebene

Teilmenge {w, ..., vk} C R” eine Basis ist?

Man kann die Definition benutzen und die Aufgabe auf ein
entsprechendes lineares Gleichungssystem zuriickfithren: Um die
Eigenschaft (a) (= lineare Unabhangigkeit) zu priifen, muss man das
folgende homogene Gleichungssystem |6sen:

AV + oo+ v =0 (Die A1, ..., Ak sind die Unbekannten, die Eintrige
von v; sind die Koeffizienten in der i—ten Spalte des Systems, die rechte
Seite ist 0.)

Heute haben wir bereits das System fiir das Beispiel k = n =2,

A= {(;) , (3) } konstruiert.

Falls es nur die triviale Losung gibt, ist das System linear unabhangig.
Falls es noch andere Losungen gibt, ist das System linear abhangig.



Die Eigenschaft (b) kann man auch auf lineare Gleichungssysteme
zuriickfiihren. Es geniigt zu zeigen, dass man die

1 0 0

) 0 1 0
Standard-Basis-Vektoren e, .= | . | ,e=| . | ,..,e:=] . | als

0 0 1

Linearkombinationen von {vi, ..., vy} bekommen kann. In der Tat, wenn
wir die Standard-Basis-Vektoren als Linearkombinationen von vy, ..., vk
erzeugen kdnnen, also wenn e; = A\jvq + ... + Apvk, ...,

ist, dann ist ein beliebiger Vektor

X1
X2
=x;-€ + ... +Xxp- :Xl()\ivl+m+)\ivk)+...+xn

Xn
= [ u.A. Distributiveigenschaft VII mehrmals angewendet | =

CaX 4 xa ) v+t (AL L+ x00 ) v, Wi gewiinscht.

M1 Hi
Bsp. Angenommen, k = n = 2 und die Menge A := {(%) , (i) }
(a) haben wir heute gezeigt. Wir zeeigen jetzt (b).
Wir erzeugen e; = (é) als e; = (é) =2 (;) +1- (i) und
& = (;’) =3. (5) -3 (2) (ich habe die entsprechende
Gleichungssysteme zu Hause geldst). Also ist die Menge A eine Basis in
R2. Ausserdem ist die Standard-Basis eine Basis in R?.



Bemerkung. Das Verfahren funktioniert, ist aber langweilig — man
muss n + 1 Gleichungssysteme 16sen: ein homogenes

A1vi + ... + Akvk = 0 um zu priifen, ob die Menge linear
unabhangig ist, und n inhomogene Ajvi + ... + A\pvi = €,
i=1,...,n um zu priifen, ob wir alle Vektoren e; erzeugen konnen.
Man bemerke auch, dass die linken Seiten in den
Gleichungssystemen gleich sind, also das Gauss-Verfahren fiir alle
Systeme sehr dhnlich verlauft — Unterschiede gibt es nur auf der
rechte Seite des Systems.



