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5. Beweisen Sie die Gleichung >°p_ k- (7) =n-2""! firalleneN
(a) mit vollstandiger Induktion
(b) durch Ableiten der Funktion (1 + x)™ an der Stelle 1
(c) durch Kiirzen der Faktoren k und n.
Losung: Wir benutzen im Folgenden mehrfach die allgemeine binomische Formel (Skript
L7(3)): (z+y)" = > o (D) z*y" ", insbesondere Y p_, (7) = (1+1)" =2".  (¥)

(a) Induktionsanfang n = 1: auf beiden Seiten ergibt sich 1.

Sei nun n > 1 und die Behauptung fiir n € N bereits bewiesen (Induktionsvoraussetzung).
Fiir n 4+ 1 ergibt sich dann

1) = ) ()
= k() k() e =@ )
n n—1
> k (Z) + kzo(k +1) (Z) +(n+1) (Indexverschiebung)
- ék(@ +:;:k<z> +:§) (Z) +(n+1)
= 2"y 2 — )+ (2" = 1)+ (n+1) (Ind.vor. und (*))
= (n+1)2"

(b) Nach der allgemeinen binomischen Formel gilt: (1+2)™ = 3"} (). Leitet man diese
beiden Darstellungen der Funktion nach x ab (links mit der Kettenregel, rechts gliedweise),
so erhélt man n(1+2)" ! = ((1+2)")" =3 p_; k(})z"". Einsetzen von z = 1 ergibt die
gewiinschte Formel n2"~t =371 k(}).

(¢) Durch Herausziehen von n und Kiirzen von k ergibt sich direkt

- n\ n! B - (n—1)!
kzlk‘ <k> = Dk (n— k)lk! _”‘Z(n—k)!(k—m

6. (a) Bestimmen Sie den Koeffizienten von z° in (z — 1)14.

(b) Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass p die Binomialkoeffizienten (f) firallet=1,...,p—
1 teilt.



(c) Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus 5 Getrénkesorten (von jeder ist geniigend vorritig)
eine Kiste mit 24 Flaschen zusammen zu stellen?

Losung: (a) (i) Nach der allgemeinen binomischen Formel (Skript, Satz 1.7 (3)) gilt

P o Cj) Zm(-1ym _ gyt (jj) ™,

m=0 m=0
Insbesondere hat der Koeffizient von 27 den Wert (—1)4? (194) = —2002.

(b) Nach Definition ist (¥) = (p_pié)!i!. Der Zéhler ist durch die Primzahl p teilbar, der
Nenner aber nicht. Der Faktor p im Zahler kann sich also nicht wegkiirzen und es gilt

daher, dass p den Binomialkoeffizienten (?) teilt.

(c) Wir stellen uns die 24 Positionen im Kasten als auf einer Linie angeordnet vor. Jede
mogliche Auswahl von Flaschen koénnen wir eindeutig festlegen durch den Eintrag von
vier (geordneten) Trennstrichen in den 25 Zwischenrdumen (inklusive links des ersten und
rechts des letzten Halters). Zum Beispiel bedeutet

OOOHOOOOO ‘OOOOOOOO|OOOOOOOO

3 Flaschen von Getrink 1, 0 von Getrink 2, 5 von Getréink 3, 8 von Getrink 4 und 8 von
Getrank 5.

Da die Trennstriche geordnet sind, sind obige Zuordnungen nichts anderes als monotone
Funktionen von den 4 Trennstrichen in die 25 Zwischenrdume. Also ist die gesuchte Anzahl
gerade die Anzahl der monotonen Funktionen von 4 nach 25, diese ist nach [Skript, Satz
1.10] gleich (%’) = 20475.

. Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion:

(a) unter Verwendung der Produktregel (fg)' = f'g+ f¢' die Leibniz-Formel:
Sind f,g : R — R Funktionen, die n-mal differenzierbar sind (n € N), so gilt fiir die n-te
Ableitung des Produkts:

(Fg)® = Zo (Z) Flm) gn=m)

(b) firce Cund fp(z) =2z(z+c¢)...(x+ (n—1)c):

n

fle ) =3 (7’;) F®) fam ().

m=0
Losung: (a) Beweis per Induktion nach n.
Induktionsanfang n = 1 ist gerade die Produktregel (die wir ja verwenden diirfen).
Induktionsvoraussetzung: die Formel sei korrekt fiir n.

Induktionsschluss von n auf n + 1:

(fg)" ™D = ((fg)™) = (i (n)f(m)g(”_m)) (Induktionsvoraussetzung)

m=0 m
- !
B Z <n> (f g (n_m)) (Summe gliedweise ableiten)
m=0 m
- Z <n> <f(m+1)g(n_m) + f(m)g(n_m+1)> (Produktregel)
m

m=0



Eine Indexverschiebung im ersten Teil der Summe liefert

Uy ((m_ 1) N <m>> Fm) gn=met1) 4 £(0) (+1)
m=1
n+1
m

m=0

(b) Beachten Sie, dass fo(x) := 1 (leeres Produkt!).

Induktionsanfang n = 1: auf beiden Seiten ergibt sich x + y, denn
1 1
A+ =o =g )@ h6) + ;) Ao

Induktionsvoraussetzung: die Formel sei korrekt fiir n.

Induktionsschritt von n auf n + 1: nach Definition ist

faril@+y) = @+y)@+y+o)...(z+y+(n—1)c)(z+y+ nc)
_ (Zn: <;) () fnm(y)> (z+y+nc) (Induktionsvoraussetzung)
m=0
- (mzzo (2) fm<x>fn_m<y>> (@ +me -y + (n— m)o)
- (mzo () fm+1<x>fn_m<y>> g (7;0 (") fm<x>fn_m+1<y>>
= fea(@)fol) + (mzz () + () fm<x>fnm+1<y>> + fol@) ()
- g(nrzl)fm(x)fnﬂm(y)- ¢

Knacky 2: Jeder dritte zihlt!

Addiert man fiir festes n jeden dritten Binomialkoeffizienten, so weicht die Summe um weniger
als 1 von 2" /3 ab. Zeigen Sie genauer:

" n 1 2(n+r)mw, ..
3 (2" 1 (—1) "2 cos T g — 0.1, 2.
Pt <3k + 7“) 3( ( ) cos 3 ) urr B

Losung: Beweis per Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 1: Fiir r = 0, 1 ergibt sich auf beiden Seiten 1, fiir r = 2 ergibt sich
0.

Induktionsvoraussetzung: die Formel sei korrekt fiir n (und alle r = 0,1, 2).

Induktionsschluss von n auf n + 1: fiir alle r = 0,1, 2 gilt

n+1 nt1 n+1 n n
S - % .
3k +r 3k+r—1 3k+r

k=0 k=0
- > 3 ()
— <3k+7"—1 = 3k+r



Die erste Gleichung ist die iibliche Formel (";;1) =(,,",) + () (Pascalsches Dreieck); in
der zweiten haben wir benutzt, dass die Binomialkoeffizienten der Summanden fiir & = n+1
Null sind, da die untere Zahl grofler als die obere ist. Nun gilt nach Induktionsvorausset-

zZung

1 2 -1 1 2

- = 2n4+_Q_l)NQCOSASZEjLKAAALBE + = 2”.+.(_1)n2CO84£Z£j;izz
3 3 3 3
1 2 -1 2

= 3 2"t 4 (—1)"2 <cos (n—l—; i + cos (n—:l))—r)7r>

(*)

Die Summanden im Ausdruck (*) kénnen wegen der 27m-Periodizitdt des Cosinus nur die

Werte cos%7r = cos.%7r = —3% und cos2r = 1 annehmen; genauer sieht man, dass (x) =
2 Dr . . . .
—cos w ist. Damit folgt aus den vorherigen Gleichungen

n+1
n+1 1 2(n+1+4r)m
— - 2”4’1 _1 n+12 e r-rTryn
kzo <3k + r> 3 ( (=1 2 cos 3

und der Induktionsschluss ist gelungen.



